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Vorwort. 



Das Buch, welches ich hiermit der Oeffentlichkeit übergebe, 
ist uoch eine Fracht meiner Müsse aas der Zeit meiner früheren 
Thätigkeit als Lehrer in Leipzig. Dasselbe soll seinen Lesern eine 
Theorie der mannigfachen Methoden geben, deren man sich bei der 
Zeichnung der Netze für die verschiedenen Arten von Land- und 
Himmelskarten bedient, und zwar in einer solchen Form, dass zum 
Verständnisse ein möglichst geringes Maass mathematischer Vor- 
kenntnisse nöthig ist. 

Was den Leserkreis betrifft, für welchen ich meine Arbeit be- 
rechnet habe, so stehen hier natürlich die Kartographen von Fach 
au der Spitze. Ihnen soll das Buch einestheils die zur Zeichnung 
der Netze nöthigen Hilfsmittel an die Hand geben, anderntheils 
einen tiefem Einblick in das Wespn der einzelnen Projektions- 
raethoden, ihre Vorzüge und Mängel gewähreu, so dass sie in den 
Stand gesetzt werden, sich ein selbstständiges Urtheil darüber zu 
bilden, ob eine bestimmte Projektionsart für den oder jenen Zweck 
mit Nutzen anwendbar ist oder nicht. 

Eine andere Klasse von Lesern, denen ich mit meinem Buche 
einen bescheidenen Dienst zu erweisen wünsche, sind die Lehrer 
der Geographie. Unter ihnen, die täglich und stündlich mit Karten 
umgehen und die doch alle wissen sollten , was man auf eiuer 
Karte erkennen kaun, was nicht, ist die Kenntuiss der karto- 
graphischen Methoden verhältnissmässig noch wenig verbreitet, und 
selbst die allergewöhnlichsten Darstellungsweisen, wie etwa die 
stereographische oder Mercator's Projektion, sind ihrem Wesen nach 
nur wenigen genauer bekannt. 

Endlich möchte ich noch die Lehrer der Mathematik auf die 
Menge interessanter Probleme aufmerksam machen , welche die 
kartographischen Methoden für die Zwecke des Unterrichts auf den 
verschiedensten Stufen darbieten. Ich glaube, dass eine Behand- 
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lang solcher Aufgaben in der Schule in gleicher Weise dem Studium 
der Mathematik, wie dem der Geographie förderlich sein muss. 

Was nun die Methode betrifft, so glaubte ich, um meine Arbeit 
einem grösseren Leserkreise zugänglich zu machen , nur möglichst 
geringe Ansprüche an die mathematischen Kenntnisse meiner Leser 
stellen zu dürfeu.* Ganz ohne mathematische Betrachtungen lässt 
sich indessen nun einmal kein tieferer Einblick in Methoden ge- 
winnen, die so wesentlich mathematischer Natur sind, wie die Pro- 
jektionsmethoden. Was sich durch Vermittelnng der blossen An- 
schauung, ohne streng mathematische Betrachtungen erreichen lässt, 
das dürfte Steinhauser in seinem „Grundzügen der mathemati- 
schen Geographie und Landkartenprojektion" ^vollständig geleistet ha- 
ben, und ein neuer Versuch in gaqz gleicher Weise ist kaum nöthig. 
Auf der andern Seite schien es nicht gerathen, bei allen Lesern 
die Elemente der Infinitesimal-Rechuuug so ohne Weiteres voraus- 
zusetzen, wie dies A. Germanin in seinem trefflichen Tratte des 
projections des cartes geographiques thut. Ich habe mich vielmehr 
in der Hauptsache', namentlich da, wo es sich um die Projektion 
der Kugel handelt, mit den Hilfsmitteln der elementaren Mathematik 
begnügt, mit 'denen ich indessen auch Probleme behandelt habe, 
wie die Bestimmung der Maxima und Minima u. a. , die man im - 
Allgemeinen der höhern Aualysis vorbehält. Nur bei den allge- 
meinen Theorien der Aequivalenz und Konformität und bei der 
Anwenduug einzelner Projektionen, auf das Sphäroid, bei der La- 
grange'scheu Projektion und in einigen andern besondern Fällen, 
habe ich ohne Weiteres von der Differential- und Integralrechnung 
Gebrauch gemacht, weil hier eine Beschränkung auf die Hilfsmittel 
der elementaren Mathematik zu einer ermüdend weitläufigen Dar- 
stellung geführt haben würde. Ich wünsche, dass der eine oder 
andere Leser durch das Studium der elementaren Partieen des 
Buches veranlasst werden möge, sich soweit mit deu einfachen 
Principien und dem Algorithmus der höhern Rechnungsarten ver- 
traut zu machen, dass ihm auch die übrigen Abschnitte zugänglich 
werden. 

Trotz des verhältnissmässigen Reichthums der älteren deutschen 
Literatur an tüchtigen Werken über Kartographie, schien es mir 
doch, als wenn es an einem Werke fehlte, welches über die ver- 
schiedenen Arbeiten auf diesem Gebiete in zusammenhängender 
Weise Rechenschaft giebt. Wenn man das vorliegende Werk, das 
auf Originalität keinen Anspruch erhebt, von kompetenter Seite 
geeignet finden sollte, diese Lücke auszufüllen, so würde ich darin 
den schönsten Lohn für meine Mühe finden. 

Freiberg, im März 1873. 

Der Verfasser. 
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„ 22 ist in der Formel (18) für x im Nenner s 2 statt e% zu setzen. 
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Einleitung. 



Die Aufgabe des Kartenzeichnens oder der Kartographie be- 
steht in der bildlichen Darstellung eines mehr oder minder um- 
fangreichen Theiles der Erdoberfläche oder der scheinbaren Him- 
melskugel in einer Ebene. 

Je nach dem Umfange des Theiles der Erdoberfläche, welcher 
dargestellt wird, führen die Karten verschiedene Namen. Man 
nennt Weltkarte (Mappemonde) eine Karte, welche die ganze 
Erdoberfläche auf einem einzigen Blatte umfasst; ist dagegen die 
Erdoberfläche in zwei kreisförmigen Bildern, zwei Hälften derselben 
darstellend, wiedergegeben, so nennt man dieselben Planisphä- 
ren oder Planigloben. Mit dem Namen Generalkarten be- 
legt man Karten, welche einen ganzen Erdtheil oder doch wenigstens 
ein grösseres Ländergebiet darstellen; ihnen gegenüber stehen die 
Specialkarten, welche kleinere Theile der Erdoberfläche in 
einem grösseren Maassstabe als dem der Generalkarte und mit 
mehr Details, als auf dieser möglich ist, abbilden. Letztere Karten 
nennt man chorographische Karten, wenn sie alle wich tigern 
geographischen Momente , Flusslänfe, Meeresküsten, Seen, Boden- 
erhöhungen, Ortschaften, Wälder, Hauptstrassen, Eisenbahnen und 
dergleichen mehr zur Anschauung bringen. Geht, natürlich bei 
Wahl eines noch grösseren Maassstabes, die Detaillirung noch 
weiter herab, so dass man auch Feldmarken, einzelstehende Bäume, 
Gebäude im Grundriss etc. dargestellt findet, so hat man es mit 
einer topographischen Karte zu thun. Wird nur ein ganz 
kleiner Theil der Erdoberfläche, eine Ortschaft mit ihrer nächsten 
Umgebung oder gar nur ein einzelnes Grundstück von der Karte 
dargestellt, so nennt man dieselbe einen Plan. 

Es werden den Karten ferner besondere Namen beigelegt, wenn 
sie bestimmten Zwecken dienen sollen und daher auch gewisse 
Momente vorzugsweise bestimmt and deutlich zur Anschauung 
Gretschel, Karten-Projektion. 1 



bringen, andere dagegen mehr zurücktreten lassen oder gänzlich 
vernachlässigen. Beispielsweise seien erwähnt: hydrographi- 
sche Karten, welche die für die Schifffahrt wichtigen Momente 
angeben; hypsometrische, welche die Höhen Verhältnisse, geo- 
logische, welche die geologische Beschaffenheit darstellen; In- 
dustriekarten, die ein Bild der industriellen Beschäftigung der 
Bevölkerung bieten, u. a. m. 

An diesem Orte haben wir es nur mit der ersten Aufgabe des 
Kartenzeichnens zu thun, mit der Art und 'Weise, wie man Figuren 
von der Erdoberfläche auf die Zeichenebene überträgt oder, was 
auf dasselbe hinausläuft, wie man zu jedem Punkte der Erdober- 
fläche den entsprechenden Punkt der Karte findet. Alles was 
darüber hinausliegt, bleibt von den Untersuchungen dieses Werkes 
ausgeschlossen. 

Die eben erwähnte Aufgabe würde sich in höchst einfacher 
und dabei völlig zufriedenstellender Weise lösen lassen , wenn die 
Erdoberfläche eine Ebene wäre. Man hätte dann nur nöthig, die 
Figuren der Karte ähnlich den wirklichen Figuren , den Länder- 
umrissen, Flussläufen u. s. w. auf der Erdoberfläche zu zeichnen. 
Es wurden dann alle Winkel auf der Karte gleich sein den ent- 
sprechenden Winkeln auf der Erde, und ein Blick auf die Karte 
würde alle Formen so, wie sie in Wirklichkeit sind, erkennen 
lassen; ferner würden alle Entfernungen auf der Karte unter sich 
in denselben Verhältnissen stehen, wie die wirklichen Entfernungen 
auf der Erde, und es würden die erst genannten Entfernungen im 
Vergleich zu den letztgenannten alle nach einem und demselben 
festen Verhältnisse verkleinert sein; endlich würden auch zwei 
Flächenstücke der Karte in demselben Verhältnisse stehen, wie die 
wirklichen Flächen auf der Erde, und jedes Flächenstück der Karte 
würde im Vergleich zu der Originalfläche verkleinert sein nach 
einem Verhältnisse, welches das Quadrat sein würde von dem Ver- 
kleinerungsverhältnisse der Längen. 

Da aber die Erdoberfläche nicht eben ist, so sind die Be- 
dingungen des Kartenzeichnens nur dann so einfach, wie eben an- 
gedeutet, wenn es sich um die Darstellung eines verhältnissmässig 
so kleinen Flächenstückes handelt, dass man die Krümmung der 
Erdoberfläche auf demselben vernachlässigen darf. Dieses ist der 
Fall bei Plänen einzelner Grundstücke, Felder etc. 

Fast eben so einfach würde sich die Aufgabe gestalten, wenn 
die Erdoberfläche die Form einer Cylinder- oder Kegelfläche hätte 
oder wenn sie überhaupt eine abwickelbare Fläche wäre, d. i. eine 
solche, welche man ohne Risse oder Falten in eine Ebene ausbrei- 
ten kann. Man würde sich nämlich dann die Erdoberfläche oder 
den zur Abbildung bestimmten Theil derselben zunächst in eine 
Ebene ausgebreitet oder abgewickelt denken und die Abbildung auf 
der Karte ähnlich der durch Abwicklung erhaltenen ebenen Figur 
machen. 

Aber auch diese Voraussetzung ist nicht erfüllt; die Erdober- 
fläche gehört nicht zu den abwickelbaren Flächen, sie kommt viel- 
mehr so nahe einer Kugel gleich, dass wir sie beim Kartenzeichuen 



in den meisten Fällen geradenwegs als eine solche betrachten 
können. Figuren, die auf einer Kugelfläche liegen (sphärische Fi- 
guren), lassen sich aber nicht in einer Ebene so abbilden, dass die 
Abbildung dem Originale ähnlich ist, denn eine ebene Figur kann 
nur einer andern gleichfalls ebenen Figur ähnlich sein. Man sieht 
sich daher genöthigt, überhaupt abzusehen in dieser Allgemeinheit 
von der Aehnlichkeit des Eartenbildes mit dem Originale, sobald 
es sich um Darstellung grösserer Theile der Oberfläche unseres 
Planeten handelt. 

Ganz dieselbe Schwierigkeit, wie bei der Abbildung der Erd- 
oberfläche, stellt sich uns auch beim Entwerfen der Himmelskarten 
entgegen, die uns die Lage der Sterne an dem scheinbaren Him- 
melsgewölbe angeben sollen, denn auch letzteres hat die Form 
einer Kugelfläche. 

Da der einfache Gedanke, die Abbildung ähnlich dem Originale 
zu machen, sich beim Entwerfen der Erd- und Himmelskarten 
nicht ausführbar erweist, so hat man zahlreiche Methoden ersonnen, 
um zum Ziele zu gelangen. Wir heben darunter die folgenden 
fünf Kategorien besonders hervor: 

1. Perspektivische Abbildungen. Man nimmt irgendwo 
einen festen Punkt an, in welchem man sich das Auge des 
Beobachters denkt, und verbindet denselben mit den einzelnen 
Punkten der darzustellenden Figur durch gerade Linien, welche 
man Projektionsstrahlen nennt; ausserdem nimmt man noch eine 
feste Ebene s, die Zeichen- oder Bildebene an. unter der Pro- 
jektion oder Abbildung eines Punktes P der Kugelfläche versteht 
man dann denjenigen Punkt P', in welchem der Projektionsstrahl 
OP die Bildebene s durchdringt. Nachdem man die wesentlichsten 
Punkte des Originales projicirt hat, braucht man nur noch die auf 
der Zeichenebene erhaltenen Punkte in derselben Ordnung zu 
verbinden, wie sie im Originale miteinander verbunden sind. 

Als eine besondere Art dieser Abbildungsweise ist zu er- 
wähnen 

2. die Parallel-Projektion, die man erhält, wenn man 
den Punkt in unendliche Ferne rücken lässt; sämmtliche Pro- 
jektionsstrahlen sind dann unter sich parallel. 

Wird bei der ersten Abbildungsweise der Punkt ausserhalb 
der Erde angenommen, so giebt die Abbildung der zugewandten 
Seite der Erdoberfläche den Anblick wieder, welchen die Erde 
einem Beobachter gewährt, dessen Auge sich draussen im Punkte 
befindet. Denken wir uns dabei den Beobachter in verhältniss- 
mässig grosser Entfernung, also beispielsweise auf dem Monde, so 
wird die Erde demselben einen Anblick bieten, der sich mehr dem 
durch Parallel-Projektion erhaltenen Bilde nähert. 

B. Die Abbildung durch Abwickelung. Man überträgt 
zunächst die Figuren, welche sich auf der nicht abwickelbaren 
Erdoberfläche befinden, auf eine Cylinder- oder Kegelfläche, oder 
man ersetzt eine Zone der Erde, die man darstellen will, durch 

1* 



eine solche Fläche, breitet sie dann in eine Ebene ans und zeich- 
net zu der erhaltenen Figur in verkleinertem Maassstabe ein ähn- 
liches Bild. 

Die drei bis jetzt erwähnten Kategorien des Kartenzeichnens 
sind charakterisirt durch die geometrischen Methoden, welche die 
Kartenbilder liefern. Von dem speciellen Verfahren ^ welches an- 
gewandt wird, hängen natürlich in jedem einzelnen Falle die 
Eigenschaften der Abbildung ab, und es entsteht daher für uns 
die Aufgabe, diese Eigenschaften bei jeder einzelnen Abbildungs- 
weise näher zu untersuchen. Wir werden also zusehen, wie sich 
bei einer jeden Abbildungsweise die Winkel in dem Kartenbilde zu 
denen des Originales verhalten, an welchen Stellen der Karte die 
grösste Uebereinstimmung, an welchen dagegen die grösste Ab- 
weichung stattfindet« Ebenso werden wir für die verschiedenen 
Partien des Bildes das Verhältniss zwischen den Längen der Linien 
in der Abbildung und denen des Originales studiren müssen, um 
zu erfahren, auf welche Weise man aus der Karte die Entfernung 
zwischen zwei Punkten entnehmen kann. In gleicher Weise wer- 
den endlich auch die Flächen zu untersuchen sein. 

In vielen Fällen verlangt man aber bestimmte Eigenschaften 
von der Karte, wenn sie ihrem Zwecke genügen soll; und zwar 
sind es besonders zwei : Das richtige Verhältniss der Flächen und 
die Aehnlichkeit zwischen Bild und Objekt in den kleinsten Thei- 
len. Daraus ergeben sich noch zwei Kategorien von Abbildungen. 

4. Aequivalente Abbildungen. Bei einer solchen Ab- 
bildung stehen zwei Flächenstücke auf der Karte genau in dem- 
selben Verhältnisse, wie die Originalflächen auf der Erdoberfläche. 

5. Konforme oder orthomorphe Abbildungen, dem 
Originale in den kleinsten Theilen ähnlich. Sind A, B, C drei 
Punkte der Erdoberfläche und A\ B\ C ihre Abbildungen auf der 
Karte, so wissen wir schon, dass es nicht möglich ist, ein Verfahren 
anzugeben, durch welches das Dreieck A'B'C bei jeder be- 
liebigen Lage der Punkte A, B, C und jeder beliebigen Länge der 
Seiten AB, BC, CA dem Dreiecke ABC ähnlich wird. Wir wer- 
den aber sehen, dass es auf unzählig viele Arten möglich ist, die 
Pnnkte der Erdoberfläche so auf die Karte zu übertragen, dass 
jedes Dreieck A'B'C dem Originale ABC um so mehr ähnlich 
ist, je kleiner die Seiten des letzteren sind. Sind dann J3, C, D, . . . 
Punkte der Erdoberfläche, welche um einen Punkt A herumliegen 
und bedeuten B\ C, D\ . . ., Aü die Abbildungen der genannten 
Punkte, so werden die Winkel 

BAC, CAD, . . . 

um so genauer mit den Winkeln 

B'A'C, C'A'D\ ... 

übereinstimmen, je kleiner die Strecken AB, AC, AD, . . . sind, 
und um so mehr werden auch die Verhältnisse 

A'B 4 A'C AD* 

AB" AC ' AD ' - * * 
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unter sich gleich sein. Der gemeinsame Werth, dem sich diese 
Verhältnisse mit abnehmender Länge der Strecken nähern (das 
Verkleinerungsverhältniss), ist aber im Allgemeinen für verschiedene 
Punkte A ein verschiedener, während er für ähnliche Figuren 
konstant ist 

Mit der Aufzählung dieser fünf Kategorien der Eartenzeichnung 
ist zugleich die Gliederung des vorliegenden Buches bestimmt. 
Dasselbe wird zuerst die perspektivischen Abbildungen, dann die 
Parallel -Projektion, hierauf die Abbildungen durch Abwickelung, 
sodann die äquivalenten Abbildungen und hierauf endlich die kon- 
formen behandeln. In dem letzten Kapitel sollen dann anhangs- 
weise noch einige andere Darstellungsweisen besprochen werden, 
die in den vorhergehenden Kapiteln nicht erwähnt worden sind. 



Erstes Kapitel. 

Die perspektivischen Abbildungen. 



I. Allgemein« Theorie. 



Perspektivische Abbildung der geraden Linie und des 
Kreises im Allgemeinen. 

1. Sind A, B, C, D, . .. Punkte, welche auf einer Geraden 
g liegen, so fallen die vom Auge ausgehenden Projekt! ousstrah- 
len OA, OB, OC, OD, - . . sämmtlich in eine Ebene, welche von 
der Bildebene e in einer Geraden g' geschnitten wird. Daher 
fallen auch die Punkte A', B', C, D', . . ., in denen die Pro- 
jektionsstrahlen OA, OB, OC, OD, ... die Bildebene schneiden, 

jj j alle in diese Gerade g' und die 

perspektivische Abbildung 
einer Geraden ist daher wie- 
der eine Gerade. 

Eine, wenigstens scheinbare, 
Ausnahme erleidet diese Regel in 
dem Falle, dass die gegebene Ge- 
rade g durch den Punkt geht; 
dann nämlich schrumpft die Pro- 
jektion g' in eineu Punkt zusam- 
men, den Schnittpunkt der Bild- 
ebene s mit der Geraden g. 

2. Daraus geht hervor, dass die perspektivische Abbildung 
irgend einer geradlinigen Figur wieder eine geradlinige Figur vou 
gleicher Liuienzahl ist. Die nähere Aufzählung derjenigen Eigen- 
schaften einer Figur, welche sich iu der perspektivischen AMiil- 



düng wieder finden, unterlassen wir hier, als ausserhalb der Gren- 
zen dieses Buches liegend.*) 

3. Wenn eine Kreislinie k gegeben ist und man verbindet 
alle Punkte derselben mit dem festen, nicht in ihrer Ebene ge- 
legenen Punkte 0, so bildet die stetige Folge dieser Verbindungs- 
linien eine Kegelfläche; die einzelnen Verbindungslinien nennt man 
die Erzeugenden der Kegelfläche, den Punkt die Spitze des 
Kegels. 

4. Eine durch den Punkt gehende Ebene kann gegen die 
Kegelfläche drei wesentlich verschiedene Lagen haben : 

a. sie kann mit dieser Fläche nur den Punkt gemein 
haben ; 

b. sie kann eine Erzeugende mit der Kegelfläche gemein 
haben oder die Kegelfläche längs dieser Erzeugenden 
berühreu, und 

c. sie kann die Kegelfläche in zwei Erzeugenden schneiden. 

5. Eine beliebige, den Kegel schneidende Ebene, welche nicht 
durch den Punkt geht, ist entweder der Lage a., oder der Lage 
b., oder der Lage c. parallel. 

Im ersten Falle schneidet sie alle Erzeugende des Kegels in 
endlicher Ferne und man erhält als Schnittflgur eine geschlossene, 
auf ein endliches Gebiet beschränkte Kurve, welche man eine 
Ellipse nennt; der Kreis gehört als- Specialfall hierher. 

Im zweiten Falle, wenn also die Schnittebene einer Erzeugen- 
den des Kegels parallel geht, werden alle Erzeugende mit Ausnahme 
jener einen in endlicher Entfernung geschnitten; nur nach einer 
Richtung hin hat die Schnittkurve einen unendlich entfernten Punkt. 
Dieselbe heisst dann eine Parabel. 

Im dritten Falle endlich geht die Schnittebene zweien Er- 
zeugenden parallel, sie schneidet diese beiden also in unendlicher 
Ferne und die Schnittkurve hat sonach zwei unendlich entfernte 
Punkte oder sie verläuft nach zwei Richtungen hin in unendliche 
Ferne. Ueberdies besteht die Schnittkurve aus zwei getrennten 
Theilen, indem die Schnittebene einem Theile der Erzeugenden auf 
der einen Seite der Spitze 0, dem anderen aber erst bei ihrer 
Rückwärtsverlängerung über hinaus begegnet. Die Kurve heisst 
eine Hyperbel. 

In Fig. 2A, B und C sind die drei wesentlich verschiedenen 
Lagen der Schnittebene, die überall mit e bezeichnet ist, darge- 
stellt; a bedeutet in allen drei Figuren die durch die Spitze 
gehende Ebene, die entweder (Mg. 2A) keine Erzeugende, oder eine 
einzige (OK in Fig. 2B) oder zwei (OK und OL in Fig. 2C) mit 
der Kegelfläche gemein hat. Der abzubildende Kreis ist überall 
mit k bezeichnet; e in Fig. 2A ist die Ellipse, p in Fig. 2B die 
Parabel, hh in Fig. 2C sind die beiden Zweige der Hyperbel. 

*) Näheres darüber enthalten die Lehrbücher der sogenannten neueren 
Geometrie, z. B. des Verfassers Lehrbuch zur Einführung in die organische 
Geometrie. Leipzig, Quandt & Händel. 1868. 



6 Da man Ellipse, Hyperbel und Parabel mit dem gemein- 
samen Namen Kegelschnitte belegt, so kann man sagen, dass 
die perspektivische Abbildung eines Kreises immer ein 
Kegelschnitt ist. 

8.2. 
Der Kreis als perspektivische Abbildung eines Kreises. 

1. Da parallele Schnitte einer Kegelfläche einander ähnlich 
sind nnd einem Kreise nur ein Kreis ähnlich sein kann, so ist die 
perspektivische Abbildnng eines Kreises k auf eine der 
Ebene dieses Kreises parallele Ebene stets wieder ein 
Kreis, and zwar liegen die Mittelpunkte aller dieser Kreise in 
einer Geraden, die durch die Spitze geht, und die Halbmesser 
sind proportional den Entfernungen der Mittelpunkte von der 
Spitze. 

2. Zum besseren Verständnisse des Folgenden wollen wir auf 
die analytische Ohara kteiisirung des Kreises aufmerksam machen, 
die sich in der Gleichung 

(1) x * -f- y« = r * 

ausspricht, wo r den Halbmesser des Kreises, 3ig. 3. 

y = PN die Ordinate des Punktes P oder die 
von P auf den Durchmesser AB gefällte Senk- 
rechte, und x = MN die Abscisse des Punktes 
P, vom Mittelpunkte M aus gerechnet, aus- 
drückt. Man kann diese Gleichung auch in der 
Form 

)/* =: r* — a: 8 = (r -f- x) (r — x) 
schreiben, und da BN ~ r -\- x, NA = r — x ist, so kann mau 
statt (1) auch setzen 

(2) N P« = BN ■ NA. 

3. Legt man durch die Spitze des Kegels eine Ebene, 
welche auf der Ebene des Kreises k rechtwinklig steht, so schnei- 
det dieselbe die Kegelfläche in zwei Erzeugenden OK nnd OL 



und die Ebene des Kreises in dem Durch- 2ig. 4. 

messer KL, Das Dreieck OKL nennt man 
auch das Achsendreieck. Alle Ebenen, 
welche zn KL parallel sind nnd auf der 
Ebene des Achsendreieckes rechtwinklig ste- 
llen, schneiden nach Nr. 1 dieses Paragraphen 
den Kegel in Kreisen. 

Aber diese Kreisschnitte sind nicht die 
einzigen, die es giebt. Zieht man nämlich 
eine Gerade in der Ebene des Achs en- 
dreieckes, welche die beiden Seiten 
OK und OL in A und B schneidet, 
nnd zwar SO, dass 

(3) /_ OAB = £ OLK nnd ,/ OBA = ,/ OKL 
ist, nnd legt man dann durch AB eine auf der Ebene 
des Achsendreieckes senkrechte Ebene, so schneidet 
dieselbe den Kegel anch in einem Kreise, dessen Durch- 
messer AB ist. 

Znm Beweise legen wir durch einen beliebigen Punkt P auf 
der Peripherie dieses Schnittes eine auf der Ebene des Achsen- 
dreieckes senkrechte nnd zu KL parallele Ebene. Dieselbe 
schneidet zufolge Nr. 1 den Kegel in einem Kreise, dessen Durch- 
messer HS ist. Bezeichnet man dann den Schnittpunkt von AB 
und BS mit N, so ist NP senkrecht auf BS (nnd AB) ond in- 
folge Gleichung (3) ist auch 

NP* = BNNS. 

Da aber die Dreiecke ANB und SNB ähnlich sind, so ist 
BN-NS = BN-NA 
und mitbin 

NP* = BN-NA, 
also [znfolge der obigen Gleichung (2)] die Schnittkurve APB 
ein Kreis. 

Es giebt sonach für einen jeden Kegel zwei Systeme von pa- 
rallelen Ebenen, welche den Kegel in Kreisen schneiden. Zwei 
Schnitte, welche diesen beiden Systemen angehören, werden als 
Wechselschnitte bezeichnet. 

4. Durch zwei Wechselschnitte lässt sich stets 
eine Kugel legen. 

Zunächst nämlich ist leicht einzusehen, dass man durch die 
Endpunkte der beiden in der Ebene des Achsendreieckes liegenden 
Durchmesser, etwa KL und AB in Fig. 4, stets einen Kreis legen 
kann. Denn wegen der Gleichungen (3) sind die Dreiecke OKL 
und OBA ähnlich und folglich ist 

OA> OK=OB- OL, 
welche Gleichung ausdrückt, dass A, B, K und L anf dem Um- 
fange eines Kreises liegen. Der Mittelpunkt dieses Kreises ist der 
Schnittpunkt der Senkrechten, die man auf AB und KL in den 
Halbirungs punkten dieser Linien errichten kann. Da aber jeder 
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Punkt der Senkrechten auf der Mitte von AB (beziehentlich KL) 
gleichweit absteht von allen Punkten der Peripherie des Kreises, 
dessen Durchmesser AB (beziehentlich KL) ist, so ist der Dnrch- 
schnittspunkt beider Senkrechten von beiden Kreisen gleich- 
weit entfernt, also Mittelpunkt einer Kugel, welche beide Kreise 
enthält. 

5. Legt man von einem auf der Durchschnittsgera- 
den der Ebenen zweier Wechselschnitte gelegenen 
Punkte ans Tangenten an beide Wechselschnitte, so 
haben dieselben gleiche Länge; denn es sind Tangenten an 
dieselbe Kugelfläche. 



Analytische Charak terisirang der drei Kegelschnitte. 

1. Ein Kegelschnitt hat mit einer Geraden nicht 
mehr als zwei Punkte gemein. Denn der Kreis hat diese 
Eigenschaft, Kegelschnitt und Gerade sind perspektivische Abbil- 
dungen des Kreises und der Geraden, und einem Punkte entspricht 
auch in der Abbildung wieder ein Punkt. 

2. Bedeuten x und y die Parallel -Koordinaten eines Punktes 
der Zeichenebene, d. h. die parallel zu den im Allgemeinen schief- 
winkligen Achsen OX und OY gemessenen Abstände des Punktes 
P von diesen Achsen, nämlich 

x = NP = OM und y = MP= ON, 
«,. , so drückt jede Gleichung zwischen x 

' ' und y im Allgemeinen eine Linie aus. 

Ein Kegelschnitt ins Besondere wird 
charakterisirt durch eine Gleichung, die 
sowohl im Bezug auf x als im Bezug 
auf y vom zweiten Grade ist. Denn 
wenn man z. B. für X einen festen Werth 

x = a 
annimmt nnd in die Gleichnng ein- 
setzt, so muss die Gleichung zwei 
Werthe von y ergeben. Die Gleichung x := a drückt nämlich eine 
zur Achse OY parallele Gerade aus und jede Gerade wird im 
Allgemeinen zwei Punkte mit dem Kegelschnitt gemein habeu. 
Das Gleiche gilt, wenn man für y einen festeu Werth b sub- 
stituirt. 

Sonach ist die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes: 
(I) Ax* + 2ÄBy + Cy* -f 2Da;+2% + F=Ü, 
wo A, B, . . ., E, F gewisse konstante, d. h, von x und y unab- 
hängige Grössen sind, deren Werthe ausser von der Beschaffenheit 
des betreffenden Kegelschnittes auch von der Wahl der Koordinaten- 
Achsen abhängen. 

:S. Bisher haben wir die Koordinaten -Achsen ganz willkürlich 
angenommen; jetzt aber wollen wir dieselben so wählen, dass 
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■a. der Koordinate Danfang im Halbirungspunkte einer 
Seime liegt, die wir als Ordinaten-Achse OY annehmen, 
und 
b. soll die Abscissen-Achse OX durch den Halbirungs- 
punkt 0' einer zweiten, der ersten parallelen Geraden 
gelegt werden. 
Der ersten Bedingung zufolge muss man für x = zwei ent- 
gegengesetzt gleiche Werthe für y erhalten; der zweiten Bedingung 
gemäss muss dasselbe auch stattfinden für x = 00' = a. In bei- 
den Fallen muss also die Gleichung im 
Bezug anf y rein quadratisch werden. 
Nun erhält mau aus (1) für x = 
Cy % -f- 2 Ey + F = 
und damit diese Gleichung rein quadratisch 
werde, mnss E = sein. 

Lässt man demgemass das Glied 1Ey 
ans (1) weg und setzt x — a, so erhält 

Aa* + IBay + Cy* + 2Da -ff=0, 

und damit diese Gleichung rein quadratisch werde, muss B = sein. 

Wählt man also die Koordinaten -Achsen den erwähnten zwei 
Bedingungen gemäss, so nimmt die Gleichung eines Kegelschnittes 
stets die Form an 
(2) Ax* + Cy a -j- IDx + F = 0. 

Da diese Gleichung im Bezug auf y rein qnadratisch ist, so 
lialbirt OX jede zu OY parallele Gerade, und in sofern als OY 
eine ganz beliebig gewälilte Gerade ist, erkennt man, dass alle 
einer Bichtung parallelen Sehnen eines Kegelschnittes 
von einer Geraden halbirt werden. Man nennt letztere den 
der Richtung der Sehnen konjugirten Durchmesser. 

4. Statt der Gleichung (2) kann man auch schreiben 



A(*+-°-)+0> + r-J£ 



Verlegt man nuu den Anfangspunkt der Koordinaten um die 
Strecke - . nach links hin, so tritt x an die Stelle des bisherigen 

Ausdruckes x -f- , und die Gleichung nimmt nunmehr die Form an 

(3) äx* -f ey* = g, 

wo G abkürzuugsweise statt — - — — F gesetzt worden ist. 

Diese Verlegung des Anfangspunktes ist immer statthaft, deu 
einen Fall ausgenommen, wenn A = 0, also die Strecke - unend- 
lich gross ist. Dann aber tritt au die Stelle von (2) die ein- 
fachere Gleichnng 

« Cy' + iDx + F=a. 
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* Jeder Kegelschnitt lässt sich also entweder dnrch eine Gleich- 
ung von der Form (3) oder durch eine solche von der Form (4) 
charakterisiren. 

5. Wir wenden uns jetzt zunächst zur Gleichung (3). Wir 
können hier unbeschadet der Allgemeinheit G als positiv voraus- 
setzen; A und C können dann entweder beide positiv sein, oder 
eine dieser Grössen ist positiv, die andere negativ. Im ersteren 
Falle setzen wir ' 

—= + ««, -^ = + * a 



Ä ' " ' c 

und die Gleichung (3) geht nach vollzogener Division mit G und 
Einsetzung vorstehender Werthe über in 

K ' a* ^ 5» 

Im zweiten Falle dagegen setzen wir 

f = + «.,.£ = -». 

und erhalten aus (3) die neue Gleichung 

» -5---S— •• 

Endlich wenden wir uns zur Gleichung (4), der wir zunächst 
die Form geben 

t 22) / , F \ 

F 

Verlegen wir hier den Anfangspunkt um das Stack -. nach 

links, so dass x an die Stelle des eingeklammerten Ausdruckes 
tritt, und setzen wir ferner 

22) 

— C~ = P > 

60 erhalten wir die einfache Gleichung 
(7) y*=px. 

Es giebt also drei wesentlich verschiedene Kegelschnitte, welche 
durch die Gleichungen (5), (6) und (7) charakterisirt sind. 

6. In Gleichung (5) können x und y nicht alle Werthe von 
— oo bis -f" oo annehmen, vielmehr muss 

x 2 «/* 

< -V < 1 und < -f*- < 1 

und mithin 

— a ^ x ^ + a un< * — & ^ V ^ "f" * 
sein. . Die Kurve ist also auf ein endliches Gebiet, nämlich auf die 
Innenseite des Parallelogrammes eingeschränkt, welches von den 
Geraden 

x = ^ a und x = -^ b 
gebildet wird. Dem in Nr. 5 des §. 1 Gesagten zufolge ist also 
die durch die Gleichung (5) ausgedrückte Kurve eine Ellipse(Fig.7). 



7. In Gleichung (6) dagegen ist 3fto. 7. 

-£-*'■ 

d. h. der absolute Werth von x ist 
mindestens gleich a. Es giebt also 
in dem Flächen streifen, welcher von 
beiden Geraden 

begrenzt wird, keine Punkte der Kurve, wohl aber auf beiden 
Seiten desselben; die Kurve besteht demnach ans zwei getrennten 
Zweigen. 

Ferner erhält, man aus (6) 

j*_ _ J^ h*_ 4 

x* a* x* 

Für sehr grosse Werthe von x kann man nun das zweite 
Glied rechts setner Kleinheit wegen gegen das erste vernachlässigen 
und man erhält annäherungsweise 

y* _ b* 
x* a* 

D. h. je grösser * nnd y sind, 
desto mehr schliesst sich die 
Kurve den durch die Doppel- 
gleichung 

JL — _|_ _*_ 

x - n a 
ausgedrückten, durch den An- 
fangspunkt gehenden zwei Ge- 
raden g nnd g' an. Die Kurve 

verläuft also in Richtung dieser beiden Geraden ins Unendliche, 
hat zwei unendlich entfernte Punkte nnd ist also zufolge §. 1, 
Nr. 5 eine Hyperbel (Fig. 8). 

8. Was endlich die Gleichung 
(7) y» = px 

anlangt, so wollen wir hier x in derselben Richtung von ans 
messen, wie p, mit anderen Worten, wir wollen p als positiv vor- 
aussetzen. Dann kann x alle Werthe von bis ■-)-■ oo annehmen; 
die Kurve erstreckt sich also nach einer Richtung, nämlich der- 
jenigen der Achse OX, ins Unendliche nnd ist demnach eine 
Parabel. 

Damit haben wir auf analytischem Wege wieder dieselben drei 
Kegelschnitte nachgewiesen, die wir geometrisch schon in §. 1 kurz 
charakterisirt haben. 

9. Ellipse und Hyperbel unterscheiden sieb dadurch wesent- 
lich von der Parabel, dass sie einen Mittelpunkt haben, während 
letztere keinen solchen besitzt. Der Anfangspunkt der Koordinaten 
ist nämlich bei den durch die Gleichungen (5) und (6) dargestellten 
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Kurven ein Mittelpunkt in dem Sinne, dass er jede durchgehende 
Sehne der Kurve oder jeden Durchmesser halbirt. 

Denn wird die Gleichung 

a« ± 6 « — i 
h die Koordinaten x — -f- m und 
-f- n eines Punktes P befriedigt, and 
also P auf der Kurve, so genügen 
die Koordinaten x = — m und 
— u eines Punktes, der P' heissen 
derselben Gleichung. Es liegen aber 

i P uDd P' mit in gerader Linie 

nnd zwar ist OP = P'O. 

Wir wenden uns nunmehr zur genaueren Betrachtung der drei 
Kegelschnitte. 



3. Aus dem Umstände, dass die Gleichung der Ellipse 

t« ' -5- + -fr = « 

sowohl im Bezug auf x, als im Bezug auf y rein quadratisch ist, 
geht hervor, dass alle zur Achse der x parallelen Sehnen von der 
Achse der y halbirt werden, alle zur Achse der y parallelen da- 
gegen von der Achse der x. Die beiden Koordinaten-Achsen wer- 
den deshalb konjngirte Durchmesser genannt. 

Da im vorigen Paragraphen die Richtung der Achse OY ganz 
willkürlich angenommen worden ist, so giebt es zu jedem Durch- 
messer der Ellipse einen konjugirten. 

2. Beschreibt man um den Mittelpunkt der Ellipse einen 
Kreis mit dem Halbmesser r nnd wendet man dieselben Koordina- 
ten-Achsen an, wie in Gleichung (1), setzt / XOY = a, ON = x, 
NP = y(fli. W),so ist 

(2) x ft -f" y a ~T~ 2#y cos a = r 2 
die Gleichung dieses Kreises. 

Nehmen wir nun an, P sei ein Durchschnittspunkt des Kreises 
und der Ellipse, so müssen X und y in den Gleichungen (1) die- 
selben Werthe haben. Nun erhält man ans (1) 

(3) y = ± ■— V^Ta-T- 

und wenn man diesen Werth in (2) einsetzt und quadrirt, so er- 
giebt sich eine Gleichung, welche nur die zweite nnd vierte Potenz, 
von x enthält. Aus derselben erhält man vier Werthe von x, 
welche paarweise entgegengesetzt gleich sind; sie mögen kurz 

durch 

x t = -f- m, x s '= — im, x 3 = -f- m', x A = — m' 
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bezeichnet werden. Setzt man ferner x = J^ m in die Gleichung (3), 
so erhält man für y zwei entgegen gesetzt gleiche Werthe , welche 
V — i w Geissen mögen. Von diesen zwei Werthen gehört einer 
in 9,, der andere zu a; a ; denn wenn x = -j- m und y = -f- n die 
Gleichung (2) befriedigen, so thun dies x — -f- m nnd y = — n 
nicht, weil sonst gleichzeitig 

m a -f- w a ^ 2otm cos « = r a 
sein mässte. Wir wollen also annehmen, es gehöreo zn einander 
die Werthe 

it, — 4- m x 2 = — m 

Vi — +« y* = — *>■ 

Ganz analog verhalt es sich mit den Lösungen # = i »', die 
man durch Einsetzung von x — ^ m' in (3) erhält. Es ergebe» 
sich dann noch die Koordinaten 

x a = -f- m' x 4 = — «t' 

y, = 4- »' y 4 = — »'■ 

Die vier Punkte, deren 
Koordinaten mit den Indices '■ 10- 

1, 2, 3, 4 bezeichnet sind, 
und welche P„ P tt P a , P 4 
heissen mögen, sind die 
Schnittpunkte des Kreises 
und der Ellipse. Man er- 
kennt leicht, dass dieselben 
wirklich existiren, die Koor- 
dinaten also reell sein müs- 
sen, wenn der Werth des 
Halbmessers r zwischen o 
und b liegt. 

Aas den Koordinaten er- 
giebt sich aber, dass P.O 
~ OP a und P s O = 0> 4 
ist; das Viereck P t P 3 P^P A ist also ein Parallelogramm; da 
aber P x P t = P^P* ist, weil beide Durchmesser des Kreises sind, 
so ist dieses Viereck weiter ein Rechteck. 

Halbirt man nun die (in der Figur nicht angegebenen) Sehnen 
P,P a nnd P 4 P t durch einen Durchmesser B X B nnd die Sehnen 
P t P A und P t P t durch den Durchmesser A t A, so sind beide 
Durchmesser einander konjugirt nnd stehen rechtwinklig aufeinan- 
der. Eine jede Ellipse bat also zwei auf einander 
senkrechte konjngirte Durchmesser, welche man die 
Achsen der Kurve nennt. Die Gleichung der Ellipse hat na- 
türlich auch für diese Achsen die Form (I), weil ja in Nr. 3 des 
vorigen Paragraphen die Richtung der OY ganz willkürlich gewählt 
worden ist. Die Werthe von a und b sind aber für verschiedene 
Achsen im Allgemeinen verschieden. Bei rechtwinkligen Koordinaten 
nennt man den grösseren der beiden Durchmesser, welcher 1a sein 
möge, die Hauptachse, den kleineren dagegen, 2b, die Neben- 
achse. 
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3Hg, 11. 3. Kons truktion dftr Ellipse, 

wenn die Ach s en A,A = 2« and 
B X B = 2b gegeben sind. 

Um als Mittelpunkt, beschreibe 
man mit den Halbmessern OA und 
Ol! zwei Kreise nnd nehme auf dem 
erster en eine Anzahl von Punkten, 
am besten in gleichen Abständen, 
an. P sei ein solcher Punkt. Man 
falle dann die Senkrechte PM auf 
die Hauptachse und ziehe den Halb- 
messer OP, welcher den kleinen 
I Kreis in L schneidet; ferner ziehe 
man noch LQ parallel zur Achse A,A; 
dann Ist Q ein Ellipsenpunkt. Denn es ist, wenn OM = x ge- 
setzt wird, 

entsprechend Gleichung (3) 

Sind zwei schiefwinklig konjngirte Durchmesser ge- 
geben, so stelle man zuerst den kleineren senkrecht zum grösse- 
ren, konstruire dann eine Ellipse, wie in voriger Nummer und 
drehe nun zuletzt jede Ordinate y nm ihren Fusspunkt auf der 
X-Achse, bis sie die richtige Neigung gegen diese Achse hat. 

Ein anderes Verfahren zur Kon- 
fl ' struktion von Ellipsen punkten, wenn 

A t A = 2a und B X B = 26 gegeben 
sind, zeigt uns Flg. 12. Man kon- 
struire das Rechteck QNN'Q', theile 
jede der beiden Linien AQ nnd AO 
in gleichviel gleiche Theile, die man 
von A aus numerirt, und verbinde 
einen Paukt anf AQ mit B, den 
gleichnamigen anf AO mit B t ; dann 
ist der Schnittpunkt beider Verbindungslinien ein Etlipsenpunkt 
im ersten Quadranten. Ganz ebenso ist die Konstruktion für die 
übrigen Quadranten. 

Zum Beweise wählen wir den mittels der beiden Theilpunkte 
1 erhaltenen Punkt P, dessen Abscisse x = OM nnd dessen Ordi- 
nate y = MP ist. Verlängern wir MP bis T und S und bezeich- 
nen mit I den Theilpunkt 1 auf AQ, mit K den Theilpuukt I 
auf AO, so ist 

TP _ OB l PS _ JQ 

B t T ~ KO BS ~ BQ~' 

folglich 

T P -PS _ J)B±- IQ 

B X T-B8 ~ KO BQ ' 

Links ist TP ~ 6 + y, PS == Ö — y, B t T=BS — x, rechts 
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IQ _ 0B t _ l_ 
KO ~~ BQ a' 

also geht vorstellende Gleichung in 

p* — y* _ _b*_ 
x* — a* 
über, welche mit der Ellipsengleichung (1) übereinstimmt. 

Noch eine andere Methode 
zeigt Hg. IS. Eine gerade Linie 3 * "' 

von gegebener Länge, AB, be- 
wegt sich so, dass ihr Endpunkt 
B immer anf der «-Achse, der 
andere Endpunkt A aber immer 
auf der y- Achse bleibt. Ist P ein 
Punkt dieser Geraden, der von A 
um a, von B um b absteht und 
sind x and ;/ seine Koordinaten, 



— cos ABO, -£- = sin ABO, 



i sich ergiebt, dass P eine Ellipse mit den Halbachsen a nnd 
b beschreibt. 

Der Punkt P kann auch anf der Verlängerung der Strecke 
AB liegen. 

5. Tangenten der Ellipse. P und P, seien zwei einan- 
der sehr nahe liegende Punkte einer Ellipse mit den Koordinaten 
x, y nnd x x , y,, von denen wir 
annehmen wollen, dass sie recht- '• ■ 

winklig sind. Dann hat man die 
aus (1) sich ergebenden Gleich- 
ungen 

ß 2 y 2 -f" i*x* = ä -1 b 2 
a*y l +b*x\ = «*o*, 
aus denen sich durch Subtraktion 
a«(y;-y«)4-6M»;-**)7=0 
ergiebt. Dividirt man diese Gleich- 
ung mit der Differenz #, — x, 
so kann man das Resultat in der Form schreiben 

( 4 ) . yi — y = **_ . Si+s . 

», — x « a y, + y 

Die Bedeutung des Quotienten der Differenzen y t — y und 
x, — x ist leicht aus der Figur erkennbar. Zieht man nämlich 
P,Q parallel zur Hauptachse, so drückt der Quotient 
Gretschel, Karten -Projektion. 2 
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y-yx = QP 

x x — x QP X 

die trigonometrische Tangente des Winkels QP X P aus und der in 
(4) stehende Quotient, welcher der uegative Werth *des vorigen ist, 
bedeutet also die trigonometrische Tangente des Winkels, welcher 
die Verlängerung der Geraden P,P mit der Hauptachse nach rechts 
hin (nach der Seite des Wachsens von x) einschliesst. 

Lassen wir den Unterschied x y — x immer kleiner werden, 
was zur Folge hat, dass auch y x — y immer kleiner wird und P x 
naher und näher an P rückt, so nähert sich die die Sekante P X P 
mehr und mehr der Tangente der Ellipse im Punkte P, d. h. der- 
jenigen Geraden, für welche die beiden Schnittpunkte in P koin- 
cidiren. Eine bis zur Grenze Null abnehmende Differenz x x — x 
bezeichnet man mit dem Symbol der Differentialrechnung dx und 
nennt sie „das Differential von #", und ebenso wird das Differen- 
tial von y, nämlich die bis zur Grönze Null abnehmende Differenz 
y x — y, mit dy bezeichnet. Den Werth des Differential-Quotienten 

dt/ 
~-^~ erhalten wir aus Gleichung (4), wenn wir rechts x x = x 

CLX 

setzen; es ergiebt sich auf diese Weise 

l0; dx a* y 

Die Bedeutung dieses Differentialquotienten kann nach vor- 
stehender Auseinandersetzung auch keinem Zweifel unterliegen. 
Derselbe drückt die trigonometrische Tangente des Winkels t aus, 
den die geometrische Tangente des Ellipsenpunktes P nach rechts 
hin mit der Hauptachse der Ellipse bildet: 

(6) -g- = tan r. 

Es ist hiernach leicht, dag Stück MT vom Fusspunkte M der 
Ordinate bis zum Schnittpunkte T der Tangente mit der Abscissen- 
achse zu berechnen, die sogenannte Subtangente. Setzt man 
nämlich £ MPT = y, so ist 9 = t — 90° und also 

tan <jp = — cot r = -~— 

b*x 

und ferner ist 

(7) MT = MP • tan q> = y • tan 9 = 4j*-- 

o x 

Für die Entfernung OT ergiebt sich 

OT = x 4- MT = xA- -tv — = rs — • 

b*x b*x 

Hier ist Gleichung (1) zufolge der Zähler rechts = aH* und 
daher 

(8) OT = -!!—. 

x 

Man sieht, dass dieser Werth von b unabhängig ist. Errichtet 
man also über der grossen Achse der Ellipse einen Kreis, ver- 



längert die Ordinate MP bis zum Schnittpunkte .ß mit dem Kreise 
und. legt hier eine Tangente an denselben, so geht sie auch durch 
T. ■ Dies giebt ein bequemes Mittel zur Konstruktion der Tan- 
gente. 

6. Normalen der Ellipse. Wird im Punkte P eine Senk- 
rechte auf der Taugente errichet, welche in N die Hauptachse 
schneidet, so heisst dieselbe die Normale des Ellipsenpunktes P. 
Für den Winkel <p, unter welchem dieselbe die x-Achse schneidet, 
haben wir schon vorher die Formel 

(9) tan <? ss. -££- 

kennen gelernt. Für das Stück NM, die Subnormale., erhält 
man 

(10) NM = y cot f> = -=-=- 

und die Strecke ON ist daher 

ON = x - NM — x — -^ * 

oder 

„a M 

(11) ON = -"--—- -x 

7. Brennpunkte. 3^. 15 , 

Durch Multiplikation der 
beiden Gleichungen (8) 
und (11) ergiebt sich 

ON- OT—a^- i a ; 
dieses Produkt ist also 

eine konstante Grösse. 
Tragt man beiderseits von 
anf der Hauptachse die 
Strecken 

F l O=OF= Yä*Z:~w- = e 
ab, so nennt man F t und F die Brennpunkte der Ellipse; 
die Entfernung e eines Brennpunktes vom Mittelpunkte heisst 
die lineare Excen tricität, das Verhältnis s 



aber die numerische Excentrici t&t. Die vorige Gleichung 
nimmt jetzt die Form an 

(12) ON-OT— OF* = OF*. 

Dieser Gleichung halber sagt man, die Strecke F, F oder die 
Entfernung der Brennpunkte werde von Normale nnd 
Tangente in N nnd T harmonisch getheilt, oder man nennt 
auch F t und F, N und T harmonische Punkte. 

Die harmonische Theilung lässt sich noch auf eine andere be- 
merkenswerte Weise ausdrücken. Schreibt man nämlich (12) in 
der Form 

2* 
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_ON _ OF 

OF ~ OT 

und addirt man erst beide Seiten zur Einheit, subtrahirt dann 
beide Seiten von der Einheit und dividirt nunmehr mit dem zwei- 
ten Resultate in das erste, so ergiebt sich 

0F +_°_^ _ 0T + °J 

ÖF — ON ~~ OT — OF 
oder 

F t O+O N FjO+OT 

OF — ON OT - OF' 
d. i. 

K ' NF ~~ FT 

Bezeichnet man also F X N und NF t , sowie F X T und TF als 
die Abschnitte, in welche F X F vou den Punkten N und T ge- 
theilt wird, so sagt uns die Gleichung, dass das Theilungsverhält- 
niss für beide Punkte denselben absoluten Werth hat; doch ist 
dasjenige zwischeu F X N und NF positiv, weil beide Strecken 
nach derselben Richtung gemessen werden, während F X T und TF 
entgegengesetzte Richtung haben, weshalb das Verhältniss zwischen 
beiden Strecken negativ ist. 

8. Leitstrahlen. Verbindet man (Fig. 15) einen Ellipsen- 
punkt P mit einem der Brennpunkte F und F x , so heisst eine 
solche Verbindungslinie ein L ei t strahl oder Radius Vektor. 
Zieht man nun beide Leitstrahlen , sowie auch noch die Tangente 
und Normale für den Punkt P, so gilt die Gleichung (13), statt 
deren wir schreiben wollen 

F X N-FT=F X T- NF. 

Denkt man sich diese Gleichung mit dem Quadrate des halben 
Perpendikels von P auf die Hauptachse multiplicirt, so geht sie 
über in 

A F X PN • A FPT = A F X PT . A NPF, 
wo A die Dreiecksfläche bedeutet. Setzen wir nun / F t PN = y, 
/_ NPF — \[/, so ist </F x PT*=z 90° + %, Z FPT = M° - 4> 

und es ist » 

AF X PN= ±PF x • PN • sin % } A FPT = %PF . PT • cos vf/, 

A F x PT=bPF x - PT- cos x> A NPF = ±PN . PF • sin vf/, 

nud wenn man diese Werthe in die vorige Gleichung einsetzt, so 
heben sich die von P ausgehenden Linien alle weg und es bleibt 
übrig * 

sin % cos vf/ = cos % sin vf/ 
oder 

sin % cos vf/ — cos % sin vf/ = 
oder 

sin (% — vf/) = 0, 

aus welcher sich ergiebt % = v|/. Die Normale halbirt also 
den Winkel zwischen den Leitstrahlen, und die Tangente 
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balbirt den Winkel zwischen eiuem Leitstrahl and der 
Verlängerung des anderen. Dieser Satz gestattet ebenfalls 
eine leiclite Konstruktion der Tangente. 

Konstruktion der Ellipse mittels der Leitstrah- 
le u. Wenn die Abscisse x = OM gegeben ist, SO' kann man die 
Länge eines Leitstrahles leicht berechnen. Man hat nämlich 

PF* = FM* + i¥P 2 = (x — «>* + y*, 
und wenn man ans Gleichung (I) den Werth von y* entnimmt und 
die Relation e a = a* — b' 1 beachtet, so ersiebt sich 

PF* = x* — 2ex-\-e 3 4-b* — ~ x* = «" — 2ex -\~ ~ x*, 
und folglich 

(14) PF = a — --x = a- ex. 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich 

PF » — F t M* + MP* = (x + #)• + y* 
und sonach 

(15) ff,=.+ij = . + ». 

Durch Addition beider Gleichungen erhält man die einfache 
Gleichung 

(16) PF-\~PF t ~2a, 

welche den Satz ausdrückt: Die Summe der L eitstrali leu 
eines E liipsenpnnktes ist der Hauptachse gleich. 

Sind demnach die beiden Achsen A,A und B t B gegeben, so 
kann man unzählig viele Ellipsenpunkte durch folgendes Verfahren 
bestimmen: 

Zunächst setze man 51* fg 

den Zirkel mit derOeff- 
imng OA = a im Punkte 
B ein und schlage ei- 
nen Kreisbogen, wel- 
cher die Hauptachse 
in den Brennpunkten F 
und F, schneidet. Fer- 
ner gebe man zwischen 
und F { eine Anzahl 
Punkte an, wie K ei- 
ner ist, und schlage 

um den einen Brennpunkt einen Kreis mit dem Halbmesser A,K, 
um den andern einen mit dem Halbmesser KA. Die Schnittpunkte 
beider Kreise sind Punkte der Ellipse. 

10. Die Direktrix. Giebt man sich auf der Verlängerung 

der Hauptachse einen Punnt D (Fig. I«) an, so dass OD = - 

ist, so ist die senkrechte Entfernung PV des Ellipsenpunktes P 
von einer durch D gelegten, zur Achse senkrechten Geraden d 
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rx 


oder es ist 
(17) 
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= £. 


s ' 



Ein Punkt P beschreibt also eine Ellipse, wenn seine Ent- 
fernung von einem festen Punkte F dividirt durch seiue Ent- 
fernung von einer festen Geraden immer einen konstanten Werth 
£, kleiner als die Einheit, giebt. 

Die Gerade d heisst die zum Brennpunkte F gehörige Direktrix ; 
in entsprechender Weise gehört auch zu F x eine Direktrix d % . 

10. Bogeneleraent, Krümmungshalbmesser. Ans den 
beiden Gleichungen 

a 2 y 2 + b*x 2 = a*fc 2 und tan <p = -^- (aus Nr. 5) 

O X 

erhält man für die Koordinaten x und y, ausgedrückt durch den 
Winkel <p } den die Normale mit der Hauptachse einschliesst, die 
Werthe 

a cos <jp 

(18) / V l-V,Tn"«f 
Uö; ( a(t — £ a ) sin <f> 

y Vl~— i« sin *y 

Haben nun a? t und y 15 # und y wie in Nr. 5 die Bedeutung der 
Koordinaten zweier Punkte P, und P, welche wir einander immer 
näher und näher rücken lassen , bis sie endlich koincidiren , und 
bezeichnen wir mit % ds das Stück Ellipsenbogen von P bis P,, 
welches wir als geradlinig betrachten dürfen, so bildet dieses (oder 
die Sekante PP X ) mit der Hauptachse der Ellipse nach der linken 
Seite den Winkel 90° — <jp. und seine Projektion auf der Haupt- 
achse ist iTg — x = dx; mithin besteht die Gleichung 

(19) -£- = .i» * • 

Bezeichnen nun <p und <jp, die zu den Abscissen x und x t ge- 
hörigen Winkelwerthe und setzen wir der Kürze halber 

V"l ^*Jin*<p = V, VT— * 2 sin ~*y l — V, , 

so' ist 

a cos <p , a cos y, 

j? = — und x t = -- 

V l Vi 

und 

a cos y « cos y» v cos y-i — Vi cos y 

^ _a?_ -— ^ — — a ^-^ 

Wenn man Zähler und Nenner njit v cos y, + Vi cos y mul- 
tiplicirt und dann im Zähler statt V" und Vi 2 wieder ihre Werthe 
setzt, so erhält man weiter 

V 2 cos 2 y, — Vi* cos 2 y 



x x — x = a 



VVi (V cos y, + Vi cos y) 
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oder 

cos 2 9\— cos*y— £ 2 (sin 2 «jPcos*9\ — cos 2 9>sin*y.) 

(a) . . . x t — - # = a ! y— *- : - 

J ' Wi (V cos 9>, X V, cos ff) 

Diese Gleichnng dividiren wir mit <p — <jPi > wobei wir aber unter 
</> uad <f x nicht den in Graden gemessenen Winkel, sondern die 
auf einem Kreise mit dem Halbmesser 1 befindlichen entsprechen- 
den Bogen verstehen, und lassen dann <jp| mit </>, also auch x x mit 
x zusammenfallen. Die linke Seite der Gleichuug (a) wird in Folge 
dessen 

dx 

wenn d<p = <jP — 9% ist, und der Nenner der rechten Seite geht 
durch Gleichsetzung von <f x und <p in 2 V 3 cos y über 

Ferner ist der von s freie Ausdruck des Zahlers rechts 

cos 2 <SP, — cos 2 y = (cos^j-f-cosy) (cosy t — cos^) 

= 2(cosy, +cosy) sin — % Vl ' sin ^~- ! . 

Erinuert man sich nuu des Satzes, dass der Sinus eines sehr 
kleinen Winkels annäherungsweise gleich ist dem Bogen, der auf 
einem mit dein Halbmesser = 1 beschriebenen Kreise zu diesem 
Winkel gehört, dass also das Verhältniss zwischen Sinus und Bogen 
sich mit dem allraäligen Verschwinden des letztereu der Einheit 
nähert, so kann man 

2sin*--*< sio»^*'_ 

<r — <p\~ ~ ~y— >, — 

2 

setzen, und das von s freie Glied des Zählers der rechten Seite 
der Gleichung (a) geht daher nach Division mit <jp — <p x und 
Gleichsetzuug von <jp, und <p über in 

<p 4- </> 

(cos <p x -f- cos y) sin — - — - = 2 cos <p sin <p. 

Das mit dem Faktor a 2 behaftete Glied von (a) ist in anderer 
Schreibweise 

s 2 (sin <p cos <f x -f- cos <p sin y,) (sin 9> cos </>, — cos </> sin y,) 

= s 2 (sin ?' cos <p x -f- cos </> sin 9>j) sin (^ — </>,). 

Dividirt man hier mit <jp — y, und lässt <f t in <jp übergehen, so 
wird 

sin {<f — ? \) __ 

und das Glied geht in 

2 s 2 sin </> cos y 

über. Sonach tritt an die Stelle der Gleichung (a) die folgende: 

dx 2 cos <f> sin <jP — 2 t l sin <p cos y 

rfy ~ a 2 V 3 cos <f 

oder 



(20) 
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dx a (1 — ,£*) sin <jP 



dg> V\ _ " € » s i n 2<p 8 

Dividirt man diese Gleichung mit der Gleichung (19), so ergiebt 
sich das Resultat 

(21) ~^- = a(l ~ ** } 

d<P V"i_ f * s j n 2y 3 

Diese Gleichung drückt das Verhältniss aus zwischen einer 
verschwindend kleinen Zuuahme des EUipsenbogens AP — s und 
der Zunahme des entsprechenden mit dem Halbmesser 1 beschriebe- 
nen Kreisbogens <jp. 

ds 
Wir können dem Quotienten — -z — aber noch eine andere Be- 
deutung unterlegen. 

Die beiden Normalen in P und P, schliessen einen Winkel 
ein, der durch <jp — <p x = d<p gemessen wird, und den verschwin- 
dend kleinen Bogen ds kann man als einen Kreisbogen betrachten, 
dessen Mittelpunkt derjenige Punkt Q ist, in welchem sich jene 
Normalen schneiden. Bezeichnen wir den Halbmesser QP mit p, 
so ist 

ds = p dy 
und also 

ds 

Lässt man wieder P, mit P zusammenfallen, so wird Q der 
Krümmungsmittelpunkt für den Ellipsenpunkt P, p der zuge- 
hörige Krümmungshalbmesser genannt und man hat zur Be- 
rechnung von p die Gleichnng 

(22) o = g t 1 -*> . 

Vi — s * sin 2 9 a 

Dieser Werth lässt sich leicht konstruiren. Mit Berücksich- 
tigung der ersten Gleichnng (18) kann man zunächst schreiben 

(U g«) x 

P — cosy(l— f a sin*y) " 

Nun ist aber -mit Berücksichtigung von Gleichung (11) 

(1 — s *)x = x- £«#= OM— OM=NM 
und also 

(1 - *')s = JV^tf = Np 
cos y cos 9> ' 

sonach 

= NP 

9 1 — « a sin *9>* 

Weiter gilt aber in dem Dreiecke NPF, wenn man, wie schon 
früher in Fig. K, </ FPN = \p setzt, 

sin \p jtfP ae — s*x 

sin V ~ ~FP~ — ~T^~ääT — *' 
also 
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sin 4- = e sin <f 3"9- "■ 

und I 

1 — s* sin *9* = cos *%p, 
so dass man schliesslich für den Krüm- 
mungshalbmesser p den Werth erhält 

<■> »- ff T - 

5 cos a y 

Man erhalt demnach den Krümmnngt- 
mittelpankt @, indem man (flg. 17) zuerst 

in N eine Senkrechte anf der Normalen errichtet, welche die Ver- 
längerung des Leitstrahles in R schneidet, und dann in R eine 
Senkrechte auf PK errichtet, welche die Verlängerung der Nor- 
malen in dem gesuchten Punkte Q schneidet. 

11. Konstruktion der Ellipse mit Hilfe von Krüm- 
ln ung »kreisen. Sind von einer Ellipse eine grössere Anzahl von 
l'unkten bekannt, so dass nur noch übrig bleibt, dieselben durch 
einen stetigen Zag za verbinden, so kann man sich dazn der Krüru- 
mungskreise bedienen. Der Krümm nngskreis eines Knrvenpunktes 
ist nämlich derjenige Kreis, welcher sich am engsten dem Laufe 
der Kurve in diesem Punkte anschlichst-, nnd da alle Linien, die 
wir praktisch herstellen, eine gewisse Breite haben, so wird dieser 
Kreis in der Reget nicht blos, durch den einen Punkt sondern noch 
durch einige benachbarte gehen. Man kann daher den Zirkel im 
Krumranngsmittelpnnkte einsetzen nnd eine Anzahl Punkte durch 
den Krümmungskreis verbinden. Hut man auf diese Weise eine 
Anzahl Punkte irgend einer Kurve, die beiderseits vom Punkte A 
liegen (Flg. 18) durch den Krümmungskreis von A, und ebenso eine 
Anzahl Nachbarpunkte von B durch den Krümmungskreis von B 
verbanden, so bleibt nur noch 
die Verbindung beider Kreise 3 ' 9- ,3, 

selbst übrig. Diese kanu aus 
freier Hand geschehen, man 
kann aber auch dazu Kreisbögen 
anwenden. Wir wollen anneh- 
men AM, der Krümmungshalb- 
messer von A, sei kleiner als 
der zu B gehörige BN, and 
es wachsen diese Halbmesser 
von A nach B bin fortwährend, 
wie dies z. B. bei den Krüm- 
mungshalbmessern der Ellipse 
der Fall ist, wenn man vom 
Endpunkte der grossen Achse 
aas nach dem der kleinen 
Achse hingeht. Han nehme 

dann zwischen A nnd B einen ~~ 

Kurvenpunkt C an und ziehe dessen Normale. Auf dieser trage 
man CD = AM und CE = BN ab, verbinde D mit M, sowie E 
mit N, errichte dann im Haibiruugspunktc von DM und ebenso in 
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dem voo EN eine Senkrechte, welche die Normale vod C in den 
■Pnnkten Q und R schneiden; endlich ziehe man noch die QM und 
NR. Von M aus schlägt man dann den durch A gehenden Krüra-. 
mnngskreis bis zur Linie QM; von dieser bis zur Normale CQ 
Von C wird ein Kreis um Q mit dem Halbmesser QC geschlagen; 
von da bis znr Linie NR ein Kreis um R und endlich von der 
Linie NR aus der Krümmungskreis um N. 

Zur Zeichnung eines Ellipsenquadranteu ist es bei nicht zu 
grossem Maassstabe und gar zu grosser Verschiedenheit der Achsen 
in der Regel hinreichend, wenn man für die Endpunkte A und B 
der grossen und kleinen Achse die Krümmungsmittelpunkte M und 
N ermittelt und als dritten Punkt C kann man denjenigen anneh- 
men, dessen Normale mit jeder der beiden Achsen einen Winkel 
von 45° einschliesst Die Krümmungshalbmesser AM und ßiV er- 
hält man am einfachsten aus Gleichung (22), wenn mau dort f = 
und <p = 90° setzt. Es ergiebt sich daun 

' AM = a (1 - s») = -- und BN = - 1 - = "* , 

« M-f' " 

5i fl _ 19^ und diese Werthe lassen sich sehr 

leicht konstruireu'. Zieht man 
nämlich die Verbindungslinie der 
beiden Achseneudeu A und B und 
errichtet auf dieser in A und B 
Senkrechte, von denen die erste 
die Verlängerung der Nebenachse 
in M', die zweite aber die Haupt- 
achse in JV t ' schneidet, so ist 

AM = OM- nnd BN = ON' x . 
Dieselbe Figur giebt uns auch 
leicht die Koordinaten des Punktes 
C. Fällt man nämlich von auf 
AB die Senkrechte OL, so ist 
AL die Abscisse nnd LB die 
Ordinate dieses Punktes. Denn 
aus den Gleichungen (18) erhält 
man ffl <f = 45° die Wart ha 
_ _ a^ __ _ b*_ 

x - Väi +> ' y ~ v- a rif'ii' 

welche mit AL uud LB übereinstimraeu. Hat mau sich den Punkt 
C augegeben, so zieht man unter 45" gegen OA die Normale dieses 
Punktes uud bestimmt auf ihr die Punkte Q uud R wie oben an- 
gegeben. 

12. Quadratur der Ellipse. Sind M und i\ zwei sehr 
nahe an eiuander liegende Punkte von OA, so ist der über dem 
Ahseissenelemente MN stehende, von den Ordinalen iu M und N 
eingeschlossene Streifen der Ellipsenfläche annäherungsweise als 
ein Rechteck v.w betrachten und gleich MP ■ MN. dagegen ist der 
über MN stehende Streifen der Fläche des mit dem Halbmesser 
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OA = o beschriebenen Kreises gleich M Q ■ MN. Nun ist aber MP : 
MQ — b : a, mithin auch der Ellipsenstreifeu gleich den Kreisstreifen, 

mnttiplicirt mit dem Bruche — • Denken wir uns nnn die ganze Strecke 

LA in sehr viele solche kleine Theile, wie 3fj fl 20 

MN, zerlegt nnd die sämmtlichen Ordi- 

naten in den Theilpnnkten gezogen, so 

gilt für alte über demselben Abschnitte 

von OA stehende Flachenstreifen die 

obige Relation. Denken wir uns dann 

die Streifen der Ellipsenfläche eines 

theils, die der Kreisfläche andemtheils 

addirt, so muss die Relation auch für 

die Summen gelten. Diese Summen 

stimmen aber um so genauer mit den 

Flächen ALK und ALJ iiberein, 

grosser man die Anzahl der Abschnitte 

auf LA macht. Daher scliliessen wir 

Ellipsenfläche ALK = Kreisfläche ALJ. 

Nun ist aber die Kreisfläche ALJ = Sektor AOJ — A OLJ, 

und wenn man mit Arccos — den Bogen auf einem Kreise mit 

dem Halbmesser 1 bezeichnet, dessen Cosinus — ist (also, wenn 

OL=zx, den Bogen dessen Centriwinkel JOL), so ist der Sektor 

= i a* Arccos — und das Dreieck = I x • LJ, mithin (weil 
b a 

~-LJ=LK = y) 

(24) die ElHpsenfläche ALK = £ ab Arccos — | xy 
Fügt man das Rechteck OLKH = xy hinzu, so erhält man 

(25) die Eilipsenfläche OAKH = \ ab Arccos -- + J xy. 

Für den Quadranten ist x = 0, also Arccns = Arccos = Mj , 
mithin die Fläche = £ ubir. 
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(Flg. 8, S. 13) eingeschlossenen Flächen streifen kein Kurvenpunkt 
liegt. Aua (1) ergiebt sich aber weiter 



und wenu man damit die Ordinate 

(3) y, = ± A x 

vergleicht und die Ordinalen wert he fär das obere Vorzeichen mit 
einem Striche, die für des untern aber mit zwei Strichen bezeich- 
net, so findet sich 

y . — •="■ — (*— v x* — o*j = - 
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Werth ergiebt 



and der 

.tue]] für die Differenz 
Ist nun A,0 — OA = «und OB 
= ß, = b nnd konstruirt man 
mit B,B und A,A als Seiten das 
Parallelogramm CDD'C, so sind 
die beiden Diagonalen D'C und 
DC die durch die Gleichungen (3) 
an »gedruckten Geraden. Ist ferner 
OM = x, nnd P,0, parallel zu BB t , so ist 

' MP, = y' t . MO, = y"; JtfP = y', MO = y", 
also 

</\ -y' = PP x and y"~y[=Q i Q 
und demnach ist 

PP, = ß, g. 
Für x = oo wird diese Differenz = 0, die Hyperbel schliesst 
sich also mehr nnd mehr an die zwei Geraden an, welche man 
ihre Asymptoten nennt. 

Da zufolge (4) diese Differenz immer positiv ist, so liegt die 
Hyperbel ganz innerhalb der beiden von den Asymptoten gebildeten 
Scheitelwinkel, welche die Pnnkte A und A, enthalten. 

Da die Richtung der Ordinatenachse gauz willkürlich gewählt 
worden ist, so liegt in der Gleichung PP t = Q,Q der allgemeine 
Lehrsatz : 

Die Abschnitte, welche auf einer beliebigen Gera- 
den von der Hyperbel und ihren Asymptoten gebildet 
werden, sind gleich gross. 

Aus diesem* Satze ergiebt sich die folgende 

2. Konstruktion der Hyperbel, wenn ein Punkt P 

derselben und die beiden Asymptoten gegeben sind: 

Man ziehe durch P beliebige Gerade, die Schnittpunkte mit den 

Asymptoten nenne man P, und Q t und mache Q,Q = PP,; dann 
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gehören die so erhaltenen Punkte Q alle der Hyperbel an. Wenn 
man übrigens einige neue Punkte zn dein ursprünglichen Punkte P 
erhalten hat, so thut man gut, das Verfahren von diesen neuen 
Punkten aus weiter fortzuführen. 

3. Gleichung (1) zeigt uns, dass jede zur Achse der x parallele 
Sehne von der y- Achse halbirt wird und umgekehrt jede zur y-Achse 
parallele durch die r Achse. Beide Koordinatenachsen sind des- 
halb konjugirte Durchmesser. Wegen der willkürlichen Wahl 
der y- Achse (Nr. 3 des §. 3) giebt es zu jedem Durchmesser einen 
konjugalen. 

Erwähnung verdient noch der Umstand, dass von den zwei 
konjngirten Durchmessern immer nur der eine von der Hyperbel 
geschnitten wird. 

Durch ganz dieselben Betrachtungen, die in Nr. 2 des vorigen 
Paragraphen angestellt worden sind, ergiebt sich, dass es auch 
bei der Hyperbel zwei rechtwinklige konjugirte Durchmesser giebt. 
Der Hilfskreis um mnss aber hier mit einem Halbmesser be- 
schrieben werden, der grösser ist als a. 

Für diese rechtwinkligen konjugirten Durchmesser als Koordi- 
nateo-Achsen gilt ebenfalls die Gleichung (I) und zwar beissen die 
Werthe von 2a und 26 für diesen Fall, wie bei der Ellipse, die 
Haupt- und Nebenachae oder auch die reelle und imaginäre 
Achse, weil bei jener zwei Schnittpunkte mit der Kurve eiistiren, 
bei dieser aber nicht, oder weil, wie man sagt, die Schnittpunkte 
hier imaginär sind. Für x = erhält man nämlich 

4. Tangenten und Normalen der Hyperbel. Sind P 
nnd /•, zwei einander sehr nahe liegende Punkte der Knrve, so 
lassen sich genau die Rechnungen der Nr. 5 des vorigen Para- 
graphen wiederholen, nur hat man überall — b* an die Stelle von 
-j- b* zn setzen. Daher erhalt man auch für den Winkel t, wel- 
chen die Tangente PT des Hyperbel punktes P mit der x-Achse 
nach rechts hin bildet, entsprechend den Gleichungen (5) nnd (6) 
des vorigen Paragraphen, die Formel 

dy i* x 

tan t — —•— = —= ■ — , 
dx a* y 

und für den Winkel <p = 90° ,. „ 

— t, den die Normale PN ** ' 

nach links hin mit derselben 
Achse einschiiesst, hat man 
die Gleichung 

(6) U.,= ^S- 

Die Stücke TM oder die 
Subtangente undJMW oder 
die Subnormale haben die 
Werthe 



(5) 
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TM = y tan y = ~r^— und MN=y coty = — ; 

X Ct>' 



Ferner erhält man 



OT = x- TM=— und ON = x + MN = i?! + *!lf . 
und also ist 

5. Brennpunkte. Giebt man sich nun auf der Hauptachse 
die Punkte F und F x an, so dass 

F x O= OF = Va* -f i* = e, 

d. h. gleich der Entfernung der Endpunkte der Haupt- und Neben- 
achse ist, so heissen F x und F die Brennpunkte der Hyperbel, 

e wird die lineare Excentricität und der unechte Bruch — 

a 

= s die numerische Excentricität genannt. Die Verbindungs- 
linien des Punktes P mit F x und F heissen die Leitstrahlen 
von P. 

Wie bei der Ellipse wird also auch bei der Hyperbel die 
Entfernung der beiden Brennpunkte durch Normale 
und Tangente harmonisch getheilt. Nur besteht der unter- 
schied, dass bei der Hyperbel die Tangente zwischen den beiden 
Brennpunkten die Hauptachse schneidet, während bei der Ellipse 
die Normale dies, thut. 

Die Beweisführung der Nr. 8 des vorigen Paragraphen bleibt 
daher in voller Kraft, wenn man N und T (Normale und Tangente) 
vertauscht. Der Schlusssatz lautet dann: Die Tangente der 
Hyperbel halbirt den Winkel zwischen den Lei ts trahlen 
des Berührungspunktes und die Normale halbirt den 
Nebenwinkel. 

Wie man mit Hilfe dieses Satzes die Tangente konstruiren 
kann, bedarf keiner Erläuterung. 

Auch die Berechnung der Leitstrahlen ist analog der Rechnung 
in Nr. 9 des vorigen Paragraphen. Es ist nämlich 

PF* = FM* + MP* = (x e)* + y 2 

b 2 e* 

= x* — 2ex+e* -\--iX* — b* = a* — 2 ex + -= x 2 

11 a % a 2 

und folglich 

P J P= sx — a, 

nicht a — €07, weil dieser Werth (zufolge s ]> .1 und x^> a) nega- 
tiv sein würde. 

Auf dieselbe Art findet man 

PF X = sx -\- »• 
Mithin ist 

PF X — PF = 2a. 

D. h.: Die Differenz der Leitstrahlen einer Hyperbel 
ist gleich der Hauptachse. Man kann daher beliebig viele 
Punkte einer Hyperbel konstruiren, wenn man auf der 
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Verlängerung der Strecke F X F sich Punkte K angiebt und um 
den einen Brennpunkt mit A x ÜT, um den andern mit AK als Halb- 
messer einen Kreis schlägt; die Schnittpunkte beider Kreise sind 
Hyperbelpunkte. 

6. Direktrix. Trägt man auf der Hauptachse der Hyperbel 

in der Richtung von nach A das Stück OD = — ab und errich- 

s 

tet in D eine Senkrechte d, so ist die senkrechte Entfernung des 

Hyperbelpunktes P von derselben 

s s 

und also ist 

PF __ 

VP ~* v 

Ein Punkt P beschreibt also eine Hyperbel, wenn 
seine Entfernung von einem festen Punkte F, dividirt 
durch seine Entfernung von einer festen Geraden d im- 
mer gleich ist derselben konstanten Zahl, die grösser 
als die Einheit ist. 

Die Gerade d heisst die dem Brennpunkte F konjugirte 
Direktrix; auf der andern Seite von liegt symmetrisch zu d 
die dem Punkte F x konjugirte, d,. 

7. Bogenelement, Krümmungshalbmesser. Aus den 
Gleichungen 



>2< 



b*x* - a 2 y* = a*b* und tan <f = -^- 

o x 



erhält man 



(7) 



a cos <p 

x — 



y = 



Vi — s* sin 2 9> 
a (g* — 1) sin (p 

VT— s* sin 2 9> ' 



Bedeutet nun wieder ds das Bogenelement, d. h. das ver- 
schwindend kleine Stück Hyperbelbogen, welches zwischen den 
Nachbarpunkten P und P x liegt, deren Koordinaten x> y und #,, 
y x sind, so ist, wie in Nr. 10 des vorigen Paragraphen 

(8) -|p = sin <p. 

Die Berechnung von dx erfolgt auf dieselbe Weise wie dort, nur 
dividiren wir nicht mit <p — y f , sondern mit <p x — <jp, weil dem 
grösseren Werthe x x bei der Hyperbel auch ein grösserer Werth 
<p x angehört. Bezeichnet man den zur Greuze Null abnehmenden 
Werth der Differeng <jp, — <jp mit dy, wobei <jp im Bogen-, nicht 
im Winkelmaass ausgedrückt zu denken ist, so erhält man die 
Formel 

ds _ «fr* " Qsiny 

d<f ~ Vi _ fi » sin>*' 
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entsprechend der Formel (20) des vorigen Paragraphen, und daraus 
und aus (8) ergiebt sich weiter für den Krümmungshalbmesser 

ds 
die Gleichung 



a (s* — 1) 
(9) ? = V|_,. 8ill if 



f 



Dafür kann man auch mit Berücksichtigung der ersten Gleichung 
(7) schreiben. 

(s* — 1) x 

* cos ?> (1 — s* sin *<p) 
Es ist aber 

( f * — l) x = s *x — x = ON — OM = JflV 
und also 

(«» - D x = jfy =Np 

cos y cos y ' 

mithin 

NP 



* 1 - €* sin 4 y 
Es ist aber weiter, wenn man /^ FPN = \|/ setzt 
sin \f/ JW «*# — as 



also 
und 



sin y PF sx — a 

sin \f/ = * sin </> 



= *> 



cos a \f/ =1 — ** sin 2 9>, 

so dass die Gleichung für den Krümmungshalbmesser .genau die- ' 
selbe Form wie bei der Ellipse annimmt (Schluss der Nr. 11 des 
vorigen Paragraphen) : 

_ NP 

" cos *\|/ 

Es lässt sich daher der Krümmungsmittelpunkt auch durch das 
bei der Ellipse auseinander gesetzte Verfahren finden. 

Was schliesslich die Verbindung bereits gefundener, Hy- 
perbelpunkte anlangt, so kann man sich auch hierzu der Krüm- 
mungskreise bedienen. Der Krümmungshalbmesser für den End- 
punkt der Hauptachse, also für <p = 0, ist 

o = a (s* — 1) = — 

und wird ebenso gefunden, wie bei der Ellipse. Da die Kurve sich 
im weitern Fortgange mehr und mehr einer geraden Linie nähert, 
nämlich der Asymptote, so wird man sich in der Regel damit be- 
gnügen können, eine Anzahl Punkte in der Nähe von A durch den 
Krümmungskreis zu verbinden, der zu A gehört. Will man noch 
mehr Krümmungskreise anwenden, so kann die allgemeine Anlei- 
tung in §. 4, Nr. lt auch hier als Richtschnur dienen. 



Die Parabel. 

1. Zieht man zwei parallele Sehnen einer Parabel, nimmt ihre 
Halbirungslinie als Achse der x, die Richtung der Seimen als 
Richtung der y nnd den Anfangspunkt der Koordinaten im 
Schnittpunkte der .r-Achse mit der Kurve an, so ist dem Frühem 
(§. 3, Nr. 8) zufolge 

(l) y*=px 

die Gleichung der Parabel. 

2. Konstruktion der Parabel. Sind (Fig. £3) die Ab- 
scissenachse OX, der Punkt 0, die Länge .p und die Ordinaten- 
richtung gegeben, so findet man die znr Abscisse OM = x gehörige 
Ordinate y wie folgt: Man trage auf der Verlängerung von OM 
die Strecke MO = p ab, schlage über 

00 als Durchmesser einen Halbkreis und '' 9 * 23- 

errichte in M eine Senkrechte auf der ~ 

Achse, welche den Halbkreis in L schnei- 
det; ML ist die gesuchte Ordinate, und 
wenn man diese Strecke auf der Ordina- 
tenrichtung auf beiden Seiten von M auf- 
tragt, so erhält man die Parabelpunkte P 
und P,. Die Richtigkeit der Konstruktion 
folgt unmittelbar aus Gleichung (I). 

Sind die Abscissenachse, der Punkt 0, 
ein Kurvenpuukt P und die Ordinaten- 
richtung gegeben, so kann man PM ziehen, 

dann ML senkrecht auf der Achse und mit MP gleich lang errichten, 
hierauf den .rechten Winkel OLQ zeichnen, worauf MQ=p nnd also 
das vorher beschriebene Verfahren zur Auffindung weiterer Knrven- 
punkte anwendbar ist. 

Statt dessen kann' man auch das Parallelogramm OMPR zeichnen, 
worauf man PM und PR in gleichviel gleiche Theile theilt und die 
Theilpunkte von P ans uumerirt. Durch einen Theilpunkt C auf PM 
zieht man dann eine Pa- ^ u „ A 

rallele zur Achse, wäh- 
rend man den mit glei- 
cher Nummer versehenen 
Theilpunkt D auf PR mit 
verbindet. Beide Linien 
schneiden sich in einem 
Parabelpunkte Q. Zieht 
man nämlich QN parallel 
PM und setzt ON = x, 
NQ = y, so ist 



y 
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MP 
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w * = w 
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und wenn man beide Gleichungen mit einander inultiplicirt , so er- 
sieht sich 

_ MP* 
y a — - 

die Gleichung einer Parabel. 

In Flg. 24 ist auch noch angedeutet, nie man weitere Parabel- 
punkte unterhalb OM und jenseits MP finden kann. 

~. ?r 3. Nimmt man auf der Abscissenachae 

' 8 ' das Stück OK = k beliebig an nnd errich- 

tet in K eine Senkrechte anf der Achse, so 
schneidet dieselbe die Parabel in zwei Punk- 
ten P und P'. Die Koordinaten eines der- 
selben, etwa des P, mögen OM = x nnd 
JHP = y sein. Setzt man dann £ PMK 
= «. so ist 

MK k — x 

e(>B „ = - HF =— — , 

also 

x = k — y cos «, 
und die Einsetzung dieses Werthes in die 
Gleichung (1) giebt die nene Gleichung 

ff B *\~PV cos a = pb 

aus der man | 

y = — J p cos a i Vp & -f- ^ p* cos *a 
erhält. Ziehen wir jetzt eine zur «-Achse parallele Gerade O'X', 
so dass (Fig. 2S) dieselbe um J/S = — £ p cos a, in Richtnng der 
y gemessen, von der alten »-Achse absteht, so ist SP = P,S, 
(wenn beide parallel sind) nnd also auch TP ~ - P,T. Da der 
Werth — i p cos a von k = OK ganz unabhängig ist, so halbirt 
die Gerade O'X' alle auf ihr senkrechte Sehnen der Parabel. 
Wir nennen O'X' kurz die Achse der Parabel und wollen in 
Zukunft dieselbe als »-Achse, die Ordinaten senkrecht dazu an- 
nehmen. Der Schnittpunkt mit der Parabel wird auch der 
Scheitel genannt. Die Form der Gleichung (I) bleibt auch für 
diese Koordinaten dieselbe, weil eben diese Form von der Wahl 
der Richtung der y unabhängig und für die Parabel charakte- 
ristisch ist, 

4. Tangente nnd Normale. Es 
seien die Punkte P, und J? mit den Koor- 
dinaten x x , y t und x, y gegeben; dann 
ist zufolge (1) 

y\ — y* =2>(a, — x) 
nud folglich 

Vi —y _ P 
x t —x y, +y 

Läset man x t mit x zusammenfallen 
und setzt den Grenzwerth von 
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yi — y _ dy 

x x — x dx ' 

wie im vorigen Paragraphen, so erhält man die Gleichung 

dy ^ p 
dx 7y 

Da der iinks stehende Differentialqnotient die trigonometrische 
Tangente des Winkels t ist, den die geometrische Tangente an den 
Kurvenpunkt P mit der a?-Achse einschliesst (Nr. 5 des §. 4) , so 
hat man 

(2) tan t = 



Errichtet man (Flg. 2«) in P senkrecht auf der Tangente PT 
die Normale PN, welche die a?-Achse unter dem Winkel g> = 90° 
— t schneidet, so ist ferner 

(3) tan SP = -?£-• 

P 
Was die Subtangente TM betrifft, so ist dieselbe = 
y tan 9 oder 

(4) TM=-^- = 2x 

V 
oder die Subtangente ist der doppelten Abscisse gleich. 
Dies gestattet eine einfache Konstruktion der Tangente. 
Die Subnormale MN=ytwir ist 

(5) JfiV = -§-, 

also konstant, nnd für die Strecke TN erhält man 

TN = TM + MN = 2* + ^-- 
Halbirt man nun TN im Punkte F, so ist 

TF = x + -2- 

4 
und weil TM = 2#, also TO = x ist, so ist 

(6) OF=TF — TO = -£-- 

Der Halbirungspunkt von TN ist also ein fester Punkt; er 
heisst der Brennpunkt der Parabel, die Strecke OF = J p wird 
die Brennweite genannt. 

5. Leitstrahl und Direktrix. Verbindet man einen Pa- 
rabelpunkt P mit dem Brennpunkte F, so nennt man die Verbin- 
dungslinie FP den Leitstrahl des Punktes P und es ist 

FP* = FM* + MP* = (x- -|-Y+y* = (tf + JLY 
also 

(7) FP = x + ?-. 
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Es ist mithin FP = TF, und es bildet demnach die Tan- 
gente TP gleiche Winkel mit der Achse und dem Leit- 
strahl: ^FTP — ^TPF. 

Trägt man andererseits über hinaus die Strecke OD = 

FO = -^- ab und errichtet in D auf der Achse eine senkrechte d, 
die Direktrix genannt, so ist der senkrechte Abstand PV des 
Punktes P von der Direktrix = 3L -f- x = FP, d. h. 

Ein Punkt beschreibt eine Parabel, wenn sein Ab- 
stand von einer festen Geraden, der Direktrix, immer 
gleich ist seiner Entfernung von einem festen Punkte, 
dem Brennpunkte. 

Darauf gründet sich folgende Konstruktion der Parabel, 
wenn D und F gegeben sind. Zunächst ist der Halbirungspunkt 
von DF ein Punkt der Parabel. Ferner nehme man auf der 
Achse von nach D hin und drüber hinaus beliebige Punkte an, 
wie K einer ist; in jedem solchen Punkte K errichte man eine 
Senkrechte und schlage um F als Mittelpunkt mit dem Halbmesser 
DK einen Kreisbogen, der die Senk r echoe in zwei Kurvenpunkten 
schneidet. 

6. Krümmungshalbmesser. Aus den zwei Gleichungen 

y» = px und tan y = — - 
ergeben sich die Formeln 

(8) x = -£- tan *y und y = -£- tan y. 

Für das Bogenelement ds hat man wieder die allgemeine 

Gleichung 

7 dx 

ds = — , 

sin y' 

und wenn P, und P zwei Punkte mit den Koordinaten x t9 y x und 
x, y sind, so ist 

x x — x = -£- (tan *y t — tan *y) 

p_ sin *q> t cos 2 y — cos 2 y , sin *y 

4 cos 2 y, cos 2 y 

oder 

x —x=-2-- sin (y t + y) sin (y, - y) 
1 4 cos *y, cos *y 

Dividirt man mit y, — y und^lässt y, in y übergehen, so 

ergiebt sich wegen 

sin (y, — y) 

— -^ — — =l, für y, =y, 

die Gleichung 

da? p sin 2y p sin y 

rfy 4 cos 4 y 2 cos 3 Jf 
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Maltiplicirt man diese Gleichung mit der obigen fiir ds, so er- 
giebt sich 

1 ; d(f P 2 cos *y' 

Nun ist aber MN = ■—-, mitbin 



also 
(10) 



P = PN 
2 cos 9 ' 

PN 



* cos 2 y 

Da aber F der Halbirungspunkt von TN und FP=FT = 
FN ist, so sind die Winkel, welche die Normale mit der Achse 
und dem Leitstrahle FP bildet, gleich gross und <p ist also gleich 
/_FPN. 

Wir haben daher für die Konstruktion des Krümmungshalb- 
messers und Krümmungsmittelpunktes auch bei der Parabel wieder 
dieselbe Regel, die wir schon bei der Ellipse (§. 4, Seite 25 oben) 
and bei der Hyperbel kennen gelernt haben. Nämlich in N 
errichtet man auf PN eine Senkrechte, welche den Leitstrahl in R 
schneidet, und in R errichtet man auf FP eine Senkrechte, welche 
die Normale im Krümmungsmittelpunkte Q schneidet. 

Für y = 0, also für den Punkt 0, ist p = -*- oder gleich der 

doppelten Brennweite. 

Rücksichtlich der Verbindung einzelner Parabelpunkte durch 
Bögen von Krümmungskreisen ist auf das bei der Ellipse Gesagte 
zu verweisen (§. 4, S. 25 u. 26). 

§. 7. 

Genauere Bestimmung der gestellten Aufgabe. Gestalt 
und Grösse der Erde. Sphärische Koordinaten. 

1. Dass die Erde die Gestalt einer Kugel besitzt, ist eine Wahr- 
heit, die schon den Pythagoräern geläufig war und für welche spä- 
ter Aristoteles die meisten derjenigen populären Gründe angeführt 
hat, die wir noch jetzt in den Lehrbüchern der mathematischen 
Geographie antreffen. Bei den Astronomen des Alterthums galt 
dieser Satz als unbestritten und auch im Mittelalter ist er, nament- 
lich gestützt durch das Ansehen des Aristoteles, Gemeingut der 
mathematisch Gebildeten geblieben, wenn auch durch den Indien- 
fahrer Kosmas (im 6. Jahrhundert) die Vorstellung von einer tafel- 
förmigen Gestalt unseres Planeten, die dann durch gezwungene 
Deutungen einzelner Bibelstellen gestützt wurde, in vielen, nament- 
lich geistlichen Kreisen Eingang fand. 

2. In Zeit von einem Sterntage dreht sich die Erde einmal 
in der Richtung von West nach Ost um einen Durchmesser, den 
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wir die Erdachse nennen; die beiden Endpunkte dieses Durch- 
messers sind die Pole der Erde, Nord- and Südpol. 

In Folge dieser' Bewegung scheint sich in derselben Zeit das 
scheinbare Himmelsgewölbe am eine Achse za drehen, welche die 
Verlängerung der Erdachse bildet und Weltachse genannt wird. 
Ihre Schnittpunkte mit dem scheinbaren Himmelsgewölbe sind die 
Weltpole. 

Schneidet man die Erd- (oder Himmels-) Kugel durch eine 
Ebene, welche durch beide Pole geht, so heisst die kreisförmige 
Durchschnittslinie ein Meridian. Schneidet man die Kugel da- 
gegen durch eine zur Achse senkrechte Ebene, so erhält man als 
Schnittfigur einen Parallelkreis, dessen Mittelpunkt auf der 
Achse liegt; geht der Schnitt durch den Kugelmittelpunkt, so heisst 
der betreffende Kreis der Aequator. 

3. Denkt man sich auf der Kugelfläche den Aequator ange- 
geben, theilt ihn dann, etwa in 360 Grad oder noch weiter, und 
legt die Meridiane durch die einzelnen Theilpunkte, theilt hierauf 
einen der Meridiane ebenfalls in Grade oder noch kleinere Theile 
und legt Parallelkreise durch die einzelnen Thleilpunkte, so bedeckt 
man die Kugeloberfläche mit einem Netze von Kreislinien, mit des- 
sen Hülfe es möglich ist, auf einfache Weise die Lage eines Punk- 
tes P auf der Kugelfläche zu bestimmen. 

Geht man nämlich vom Punkte P aus auf dem Meridiane, der 
durch diesen Punkt gelegt ist, bis zu dem Punkte M y in welchem 
dieser Meridian den Aequator schneidet, so nennt man den durch- 
laufenen Kreisbogen PJf, in Winkelmaass ausgedrückt, die Breite 
des Punktes P. Je nachdem P von M aus nach Nord oder 
Süd liegt, bezeichnet man die Breite als nördliche oder als süd- 
liche; erstere versieht man auch mit dem Zeichen -f-, letztere da- 
gegen mit dem Zeichen — • 

Zur vollständigen Bestimmung der Lage von P ist noch die 
Angabe des Meridianes nöthig. Zu dem Zwecke wird auf dem 
Aequator ein Punkt fest angenommen und der Aequatorbogen 
OM angegeben. Dieser Bogen heisst die Länge des Punktes 
P. Statt auf dem Aequator kann man die Länge auch auf dem 
durch P gehenden Parallelkreise messen. Zu dem Ende legt man 
durch den Meridian, den sogenannten ersten Meridian, 
welcher den erwähnten Parallelkreis im Punkte N schneidet; dann 
ist NP ebenfalls die Länge von P. 

Ueber die Wahl des ersten Meridianes auf der Erdoberfläche 
herrscht leider keine Uebereinstimmung, es sind vielmehr zur Zeit 
hauptsächlich drei erste Meridiane im Gebrauch, der durch Ferro, 
der durch Greenwich und der durch Paris. Welchen Meridian man 
auch annehmen mag, so zählt man doch in der Regel immer die 
Länge von 0° bis 180° nach Osten und ebenso von 0° bis 180° 
nach Westen. 

Der westlichste unter diesen Anfangsmeridianen ist der von 
Ferro. Derselbe geht nicht genau durch die Insel Ferro in der 
Gruppe der Canaren, sondern läuft ein Stück östlich bei derselben 
vorbei. In Wirklichkeit ist dieser Meridian durch die Angabe be- 



— 39 — 

stimmt, dass derselbe 20 Längengrade westlich von dem durch die 
Pariser Sternwarte gehenden liegt, so dass der Pariser Meridian 
die eigentliche Grundlage bildet. Der früher bei den Geographen 
ziemlich allgemein übliche Gebrauch, die Längen vom Meridiane 
von Ferro aus zu zählen, rührt von einem Dekrete des Königs 
Ludwig XIII. von Frankreich vom Jahre 1630 her; gegenwärtig 
sind es hauptsächlich die Deutschen, die demselben noch huldigen. 

Bei den Franzosen ist der durch die Pariser Sterpwarte ge- 
hende Meridian als erster im Gebrauch. 

Bei den Engländern und überhaupt bei den Seefahrern ist der 
Meridian von Greenwich, 2° 20' 9" westlich von Paris, als An- 
fang üblich. 

Auf der Hiramelskugel bestimmt man die Lage eines Punktes 
in ganz derselben Weise; man nennt aber den auf dem Meridian 
gemessenen Bogen PM nicht die Breite, sondern die Deklination 
(Abweichung) und der Aequatorbogen OM heisst die Rektascen- 
sion oder Geradaufsteigung. Als Anfangspunkt für die letztere 
nimmt man den Früh 1 in gsp unkt, d. h. denjenigen Schnittpunkt 
der Ekliptik (scheinbaren jährlichen Sonnenbahn) und des Aequa- 
tors, in welchem die Sonne im Frühlingsanfange (21. März) steht, 
und zwar zählt man die Rektascension in der Richtung nach Osten 
von 0° bis 360°. 

Eine ganz analoge Bestimmung des Ortes am Himmel geschieht 
mittels des Kreises, welchen die Sonne bei ihrer scheinbaren jähr- 
lichen Bewegung beschreibt, der Ekliptik. Errichtet man auf 
der Ebene der Ekliptik, und zwar in deren Mittelpunkte, einen 
senkrechten Durchmesser, welcher die Himmelskugel in zwei Punk- 
ten schneidet, so nenut man diese die Pole der Ekliptik, und 
wenn man durch diese beiden Pole und einen gegebenen Punkt P 
der Kugelfläche eine Ebene legt, so schneidet dieselbe die Kugel- 
fläche in einem Kreise, auf welchem man den Bogen von P bis 
zum Schnittpunkte M* mit der Ekliptik als die Breite von P be- 
zeichnet, wogegen der Bogen der Ekliptik vom Frühlingspunkte 
bis zum Punkte M die Länge heisst. Letztere wird von aus 
nach Osten von 0° bis 360° gezählt. 

Länge und Breite, sowie auch Rektascension und Deklination 
eines Punktes nennt man seine sphärischen Koordinaten. 

Da die Erde sich in 24 Sternstunden einmal um ihre Achse 
dreht, so haben zwei Orte, deren Längen um 15° differiren, einen 
Zeitunterschied von einer Stunde. Man giebt deshalb die Länge 
auch oftmals in Zeit, statt in Gradmaass an, wobei 

1 Stunde = 15°, 1 Min. Zeit = 15' und 1 Sek. Zeit = 15" 

Gradmaass ist. In gleicher Weise giebt man auch am Himmel die 
Rektascension oft in Zeit an. 

4. Wenn der Erdhalbmesser r bekannt ist, so ist der Um- 
fang des Aequators 
(1) a = 2r TT , 

wo ir = 3,1415927 ist, und eben so gross ist der Umfang eines 
jeden grössten Kreises, d. h. jedes Kreises, dessen Ebene durch 
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den Kugelmittelpuukt geht. Die Lauge eines ßogens auf einem 
solchen Kreise, dessen Grösse, im Gradmaass ausgedrückt = <p° 
ist, ergiebt sich also durch die Formel 

(-7\ 1— a V — rn(f 

w 360 180 

Der Halbmesser r, eines Parallelkreises von y° Breite ist 

(3) r x = r cos <jp. 

Sind ferner 9> t und <jp die geographischen Breiten zweier 
Punkte P, und P, X f und X ihre Längen und legt man durch 
beide einen grössten Kugelkreis, so findet man den zwischen P t 
und P gelegenen Bogen \J/ dieses Kreises, in Gradmaass ausge- 
drückt, nach der Formel der sphärischen Trigonometrie 

(4) cos \{/ = sin <p t sin (p -f- cos 9 > l cos q> cos (X f — X). 

Da diese Formel für die Rechnung nicht bequem ist, so fuhrt 
man gewöhnlich einen Hilfswinkel w ein, der durch die Formel 

cot w = cot <jp cos (Xj — X) 

bestimmt ist. Man hat dann 

sin y cos (y, — w) 

(5) cos w = : ! — • 

sin w 

Man hat z. B. für 

Greenwich y = -f 51° 28' 38" und X = 0° 0' 0" 

Washington ?, = + 38° 53' 39" „ X, =77° 3' 6"; 

also 

cot co = cot 51° 28' 38" cos 77° 3' 6". 

Mit sechsstelligen Logarithmen erhält man 

lg cot 51° 28' 38" = 9.900960 
4- lg cos 77° 3' 6" = 9.350388 

folglich lg cot co =9.251348 

u, = 79° 53' 9". 

Daraus folgt weiter 

_ sin 51° 28' 38" cos 40° 59' 
cos \|/ — giü 790 53 , g „ 

lg sin 51° 28' 38" = 9.893407 
+ Ig cos 40 59 30 = 9.877835 



9.771242 

— lg sin 79 53 9 = 9.993198 

lg cos \p = 9.778044 

v}/ = 53° 8' 26". 

Wenn man nun weiss, dass der Bogen eines grössten Kreises 
auf der Erde eine Länge von 15 geogr. Meilen besitzt, so folgt 
hieraus die kürzeste Entfernung von Greenwich bis Washington 
= 797,108 geogr. Meilen. 

5. Zur Ermittelung der Grösse der Erdkugel, ihres Umfanges 
und Halbmessers, hat man am frühesten die sogenannten Meri- 
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dian Messungen benutzt. Auf einem Meridian werden zwei 
Punkte A und B angenommen und es wird nun gemessen 

a. auf astronomischem Wege der Unterschied der geographi- 
schen Breite beider Orte, welcher die Länge des Meridian- 
bogens AB in Gradmaass giebt, und 

b. auf geodätischem Wege die Länge dieses Bogens in irgend 
einem Längenmaasse. 

Ist \J/ der Breitenunterschied und l die Länge des Bogens, so 

ist der Umfang der Erde 

, 360 
a = l — = — 

und der Erdhalbmesser 

a 

r ~ 2* ' 

Die erste Meridianmessung wurde ums Jahr 200 v. Chr. von 
dem Alexandrinischeu Gelehrten Eratosthenes ausgeführt; End- 
punkte des Bogens waren Alexandrien und Syena. In Syena sollte 
zur Zeit des Sommersolstitiums die Sonne Mittags im Zenith ste- 
hen, während sie der angestellten Messung zufolge in Alexandrien 
zu derselben Zeit noch um 7£ Grad, oder um -fa des Kreisum- 
fanges vom Zenith entfernt war. Daher musste der Meridianbogen 
Alexandrien-Syena 7 ^ des Erdumfanges sein, und weil durch direkte 
Messung für die Länge dieses Bogens sich 5000 Stadien ergaben, 
so musste der Erdumfang 250000 Stadien sein. 

Seitdem sind zahlreiche, mehr oder minder umfangreiche Me- 
ridian messuugen ausgeführt worden, deren Aufzählung an dieser 
Stelle unterbleiben muss. Die umfänglichste ist die in den Jahren 
1818 bis 1853 ausgeführte Russisch-skandinavische zwischen Fug- 
lenaes 70° 40' nördl. Br. am Nordkap bis Ismail* an der Donau 
45° 20' Br. 

6. Zu der Frage nach der Grösse der Erde trat im letzten 
Viertel des siebzehnten Jahrhunderts ein neues Problem, die ge- 
nauere Bestimmung der Gestalt der Erde. Huygens und Newton 
hatten aus theoretischen Gründen darzuthun versucht, dass die 
Erde nicht genau die Gestalt einer Kugel besitzen könne, sondern 
vielmehr ein abgeplattetes Rotationsellipsoid sein müsse, und die Pen- 
delbeobachtungen, welche Richer im Jahre 1672 in Cayenne machte, 
schienen diese Ansicht zu bestärken. Die Bestätigung erfolgte durch 
die Ergebnisse der beiden französischen Meridianmessungen, von 
denen die eine 1735 — 1742 von Bouguer, Godin und Laconda- 
mine in Peru, die andere von Maupertuis, Clairaut, Camus, 
LeMonnier und dem Schweden Celsius 1736 in Lappland aus- 
geführt wurde. Es ergab sich, dass der Meridiangrad in der Nähe 
des Aequators merklich kleiner sei, als am Pole, wie es sein 
muss, wenn unsere Erde wirklich ein abgeplattetes Rotationsellip- 
soid ist. 

Ein abgeplattetes Rotationsellipsoid wird nämlich beschrieben 

von einer Ellipse, welche sich um ihre kleine oder Neben-Achse 

•dreht. Die Endpunkte der Nebenachse sind die Pole, die succes- 
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siven Lagen der rotirenden Ellipse bilden die Meridiane der Fläche. 
Diese Meridiane sind also ähnliche und gleiche Ellipsen, welche 
die Nebenachse gemein haben. Jeder Punkt P beschreibt bei 
der Umdrehung einen Kreis, dessen Mittelpunkt der Fusspunkt 
der Senkrechten ist, die man von P aus auf die Drehungsachse 
/allen kann. Alle diese Kreise sind Parallel kreise der Fläche. 
Der grösste unter ihnen ist der Aequator; er hat als Halbmesser 
die grosse Halbachse der rotirenden Ellipse* Unter geographischer 
Breite eines Punktes P versteht man den Winkel, welchen die Nor- 
male der Fläche in P mit der Aequatorebene einschliesst. Diese 
Flächennormale stimmt aber überein mit der Normalen der Meridian- 
Ellipse für den Punkt P und die Breite ist daher der früher in 
§. 4 mit <jp bezeichnete Winkel. 

Der Halbmesser r, eines Parallelkreises von der Breite <p ist 
unser früheres #, also 

a cos y 

Tx= V| _ fi * sin «9 ' 

Der Krümmungshalbmesser für den Punkt P (geograph. Breite 
= <jp) des Meridianes ist 

_ a (1 — €*) 

P ~ V 1 — € * sin *y 8 ' 

derselbe wächst, wie man sieht, vom Aequator nach dem Pole hin 
stetig. 

Da, wie die Erfahrung zeigt, die Grösse e nur sehr klein ist, 
so weicht die Meridianellipse nicht beträchtlich vom Kreise ab. 
Handelt es sich nun um die Berechnung der Länge eines Meridian- 
bogens von relativ nicht zu grosser Ausdehnung, so darf man den- 
selben mit sehr grosser Annäherung als einen Kreisbogen betrach- 
ten, dessen Halbmesser der Krümmungshalbmesser für den Mittel- 
werth der Breite von Anfangs- und Endpunkt ist. Da aber ein 
Kreisbogen von 1° auf einem Kreise mit dem Halbmesser t den 
Werth 

f* = "^p = 0,0174533 

besitzt, so ist die Länge l eines Meridian-Grades mit der mittlem 
Breite 9 durch die Formel gegeben 

i = a (1 -_**) jj 

V*I^7«Yin~2y 8 

und diese Grösse wird mit wachsenden Werthen von 9 immer 
grösser. 

Hat man nun für zwei verschiedene Breiten die Länge des 
Meridiangrades gemessen, so lässt sich daraus sowohl s als a be- 
rechnen. 

Hat man nämlich für die Breite 9>i den Werth für einen 
Bogengrad 

i — a ( l — 6 *)H 

1 Vi_ £ * 8 i n *y7 8 ' 
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so erhält man ans den beiden letzten Gleichungen 

/Jj\ s _ 1 — g* sin «y 
\l ) ~ i — ««sin«^,' 

woraus weiter folgt 

■ - 0-y 



** = 



sin 2 <f> — (!j-ysm*9 l 



Statt der Excentricität giebt man aber in der Regel die Ab- 
plattung a an, d. h. den Unterschied zwischen dem Polarhalbmesser 

b = a V*i — s* und dem Aequatorialhalbmesser a, dividirt durch 
den letzteren, d. i. 

a — b . -ir- — 

a = = 1 - v I - ««. 

a 

Bessel hat auf Grund zehn verschiedener Gradmessungen im 
Jahre 1841 folgende Werthe für die Dimensionen der Erde ver- 
öffentlicht: 

Aequatorial-Halbmesser a = 3272077,14 Toisen 

= 6377397,16 Meter, 

Polarhalbmesser . . b = 3261139,33 Toisen 

= 6356078,97 Meter, 

Abplattung . . . .a= 2 — J— g . 

Die Länge des Erdquadranten, d. h. des Meridianbogens vom 
Aequator bis zum Pole, ist 5131179,81 Toisen, die mittlere Länge 
eines Meridiangrades 57013,109 Toisen und die Länge eines 
Aequatorgrades 57108,52 Toisen, daher die Länge einer geograph. 
Meile, von der man 15 auf den Aequatorgrad rechnet = 3807,23 
Toisen oder 7420,38 Meter. Die Länge des Meters ist 443,296 
Pariser Linien oder 0,5130740 Toisen, der Erdquadrant hat daher 
eine Länge von 10000856 und der Erdumfang in Richtung des 
Meridians eine solche von 40003423 Metern. Es ist dies eine 
Folge der frühem nicht ganz genauen Berechnungsart , denn der 
gesetzlichen Bestimmung zufolge sollte das von der französischen 
Regierung eingeführte Meter der zehnmillionte Theil des Erdqua- 
dranten sein. 

7. Die verschiedenen Gradmessungen führen indessen nicht 
alle auf denselben Werth für die Abplattung der Erde, und ebenso 
erhält man bei Anwendung verschiedener anderer Methoden andere, 
indessen nicht allzusehr abweichende Werthe. Diese Verschieden- 
heiten kommen zum Theil auf Rechnung der unvermeidlichen Be- 
obachtungsfehler, zum grossen Theil aber weisen sie auf merkliche 
Abweichungen der Erdoberfläche von der Form eines Rotations- 
ellipsoides hin. Ausser den Meridianmessungen hat man noch Pa- 
rallelkreismessungen vorgenommen, um die Form der Erde zu er- 
mitteln; zu demselben Zwecke sind auch Pendelbeobachtungen in 
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den verschiedensten Gegenden der Erde angestellt worden und endV 
lich hat La place aus der Mondbewegung den Werth 7 ^ für die 
Erdabplattung abgeleitet. 

Die grössten Abweichungen zeigen die aus den Pendelbeobach- 
tungen abgeleiteten Resultate, was wahrscheinlich von den durch 
die eigenthümliche Vertheilung der dichteren und weniger dichten 
Massen im Innern der Erde an einzelnen Orten bewirkten lokalen 
Aenderungen der Schwerkraft herrührt. 

Im Ganzen aber gewinnt es den Anschein, als sei auch das 
Rotationsellipsoid nur eine angenäherte Form für die Erde und 
man kann sich die Aufgabe stellen, nach einem Gesetze für die 
Verschiedenheit der Meridiane zu suchen. Es waren ursprünglich 
theoretische Betrachtungen, welche zu der Ansicht führten, dass 
die Erde ein Rotationsellipsoid sein müsse. Man legte sich die 
Frage vor, welche Form wohl die Erde angenommen habe, wenn 
sie in einem früheren Stadium der Entwickelung einmal tropfbar- 
flüssig gewesen sei und sich um ihre Achse gedreht habe. Unter 
der Voraussetzung der Homogeneität der Flüssigkeit zeigte man, 
dass die Form des abgeplatteten Rotationsellipsoides der Gleichge- 
wichtsbedingnng genüge, und daraus hat man lange irrthümlich den 
Schluss gezogen, dass diese Form nothwendig sei. Man war daher 
einigermaassen überrascht, als im Jahre 1834 der grosse Königs- 
berger Aualytiker C. G. J. Jacobi darauf aufmerksam machte, 
dass auch ein dreiachsiges Ellipsoid den Gleichgewichts- 
bedingungen genüge. 

, Später hat der russische General Theo d. F. von Schubert ans 
acht grösseren Meridianmessungen, darunter auch die russisch-skan- 
dinavische, das Resultat abzuleiten versucht, dass die Erde in der 
That die Gestalt eines dreiachsigen Ellipsoides besitze. Der Aequator 
würde demnach kein Kreis, sondern eine Ellipse sein, und Schubert 
findet, dass deren 

grosse Halbachse = 3272671,5 Toisen 
und die kleine „ = 3272303,2 . „ 

misst. Die Endpunkte der grossen Achse verlegt er nach 76° 
24' östl. und 103° 36' westl. Länge von Greenwich, wogegen die End- 
punkte der kleinen Achse in 166° 24' östl. und 13° 36' westl. 
Länge liegen. Die Meridiane sind sämmtlich Ellipsen, deren Haupt- 
Achsen Durchmesser der Aequatorial-Ellipse sind und welche die 
kleine Achse gemeinschaftlich haben. Für diese halbe Polar-Achse, 
welche die Rotations-Achse ist, findet Schubert 3261467,9 Toisen. 
Die Abplattung ist in den verschiedenen Meridian-Ellipsen verschie- 
den, am grössten im Meridian der grossen Aequator- Achse, nämlich 

90 9 oq * un ^ ara kleinsten im Meridian der kleinsten Aequator- 

E,lipse ' mw* 

Schubert selbst hat freilich diese Bestimmungen als nur vor- 
läufige hingestellt, die noch späterer Berichtigungen bedürfen. Auch 
schliesst er nicht die Möglichkeit aus, dass grössere lokale Un- 
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regelniässigkeiten vorhanden sind. Gerade zur genaueren Be- 
stimmung der Form der Erde im mittlem Europa wurde die mittel- 
europäische Gradmessung unternommen, die allmälig immer grössere 
Dimensionen angenommen hat. 

Uebrigens ist die Schubert'sche Ansicht nur als ein Versuch, 
die verschiedenen Gradmessungen, in bessere Uebereinstimmnng zu 
bringen, zu betrachten, und es hat namentlich der russische Staats- 
rate 0. von Struve dieselbe verworfen. 

8. Im Folgenden werden wir die Erde in der Regel als kugel- 
förmig betrachten, doch soll auch vielfach die ellipsoidische Form 
berücksichtigt werden. Wo dies geschieht, werden wir uns die 
Erde als ein abgeplattetes Rotations-Ellipsoid denken und in den 
Tabellen werden wir dann von den Bessel'schen Zahlen Gebrauch 
machen. 

Unsere Aufgabe aber besteht in allen Fällen in der Abbildung 
des Liniennetzes der Meridiane und Parallelkreise* 

Die auf den beigegebenen Tafeln verzeichneten Kartennetze 
sind konstruirt unter der Voraussetzung, dass die abzubildende 
Kugel einen Durchmesser 2a von 5 Centimeter, oder dass das ab- 
zubildende Rotationsellipsoid einen gleich langen Aequatorial -Durch- 
messer besitze. 



II. Speeielle Betrachtung der verschiedenen perspektivischen . 

Abbildungen. 

§. 8. 
Die gnomonische Abbildung. 

I. Allgemeines. 

1. unter gnomonischer Abbildung oder Centralpro- 
jektion versteht man diejenige perspektivische Abbildung, bei 
welcher das Auge im Mittelpunkte der abzubildenden Kngelfläche 
angenommen wird. 

Die Bildebene wollen wir als Tangentialebene an die Kugel 
annehmen. Da parallele Schnitte eines Kegels immer ähnliche Fi- 
guren sind, so wird durch paralleles Verschieben der Bildebene 
Nichts geändert als der Maassstab der Abbildung. 

2. Verbindet man alle Punkte eines grössten Kugelkreises mit 
dem Mittelpunkte, so fallen die Verbindungslinien alle in eine Ebene 
und da der Durchschnitt der letzteren mit einer Ebene immer eine 
gerade Linie ist, so ist die gnomonische Abbildung eines 
grössten Kugelkreises eine gerade Linie. Mit anderen 
Worten: Die kürzeste Entfernung zwischen zwei Punk- 
ten der Erdoberfläche stellt sich auf der Karte als ge- 
rade Linie dar, Darin liegt eben der Hauptvorzug dieser Dar- 
stellungsart. 
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3ifl- «■ 3. Ist der Kugelmittelpnnkt, A der 

Berührungspunkt der Bildebene and der En- 
gel und Q ein Punkt des grössten Kreises, 
welcher von A am 90" absteht, dessen Ebene 
also der Bildebene parallel geht, so ist OQ 
parallel zur Bildebene und der Durchschnitts- 
puukt Q' von OQ mit der Bildebene fällt 
daher in unendliche Ferne. Man kann also 
die Punkte dieses Kreises nicht mehr anf 
der Bildebene darstellen und muss sich so- 
nach bei der Darstellung auf einer einzelnen Karte auf einen 
kleineren Theil der Erd- oder Hira nielsfläche beschränken, als die 
Halbkugel. 

4. Die Bildebene kann drei wesentlich verschiedene Lagen 
besitzen • 

a. Sie kann die Erdkugel in einem Pole berühren, in welchem 
Falte man die gnomonische Abbildung als Polarprojek- 
tion bezeichnet. 

b. Die Bildebene kann auch den Aeqnator in einem Punkte A 
berühren und ist in diesem Falle parallel demjenigen Me- 
ridiane, dessen Länge, von A ans gezählt, 90° beträgt. 
Die Abbildung wird dann Meridianprojektion genannt. 

c. Die Bildebene berührt die Erde in irgend einem andern 
Punkte, sie fällt also zusammen mit der Horizontalebene 
dieses Punktes. Man nennt die Abbildung dann allgemein 
Horizontal-Projektion. 

Dieselbe Unterscheidung lässt sieb begreiflicherweise anch bei 
anderen Darstellungsarten machen. 

IL Gnomonische Polarprojektion. 

5. Ist in Fig. 27 A der Pol, s die Bildebene, P ein beliebiger 
Punkt, tp dessen Breite nnd X seine Länge, P 1 die Projektion von 
P, so ist 

(1) ^P' = r* = o cot ?>, 

wenn a den Halbmesser der Kugel bedeutet, nnd diese Länge AI" 
oder r' ist die Projektion des Meridianbogens AP, Da der Win- 
kel XAP' zwischen der Projektion AX des ersten Meridianes und 
derjenigen des durch P gehenden nichts weiter ist als die Länge 
X, nnd da der Ausdruck für r' von k nicht abhängt, also für alle 
Wertke von X koustant bleibt, so lange die Breite 9 sich nicht 
ändert, so hat man folgende zwei Sätze: 

Bei der gnomonischen Polarprojektion werden die 
Meridiane durch gerade Linien dargestellt, welche 
vom Centruin A der Karte, der Abbildung des Poles, 
ausgehen nnd deren Winkel den Längenunterschieden 
der Meridiane gleich sind, 

nnd die Parallelkreise stellen sich in Form kon- 
zentrischer Kreise um A dar, deren Halbmesser durch 
die Formel a cot ff ausgedruckt werden. 



Die Werthe dieser Halbmesser kaiin man ans der folgenden 
kleinen Tabelle entnehmen. 
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cot f 
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cot <f 
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cot 9> 
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90 


0,0000 


30 


1,7321 











Statt dessen kann man die Halbmesser auch konstruiren. 

Sollen die Parallelkreise fär die Breiten 80°, 70°, 60° etc. 
gefunden werden, so zeichne man sich am O als Mittelpunkt einen 
Viertelkreis nnd lege an den Endpunkt A desselben eine Tangente. 
Dann theile man den Viertelkreis in 9 gleiche Theile, die Theil- 
pnnkte bezeichne man von A ans mit 80, 70, 60 etc. and ver- 
binde sie mit O; die Entfernungen der Pankte, welche durch diese 
Verbindungslinien auf der Tangente abgeschnitten werden, von A 
ans gerechnet, sind die Halbmesser. 

Auf diese Weise ist auf Taf. I die Flg. I erhalten worden, 
welche uns die Umgebung des Poles A von 90° bis 30" geogr. 
Breite und auf eine Langenausdehnnng von 180° zeigt. 

TU. Gnomonische Meridianprojektion. 

6. In Flg. 28 sei AA' der Aeqnator, Q der Pol, der Mittel- 
pnnkt der Kugel, QA der mittelste (erste) Meridian, QN ein Meri- 
dian von der Lange AON = A, P ein », 2g 
Pnnkt desselben von der Breite y. Die 
Bildebene, welche die Kugel in A berührt, 
ist dann bestimmt durch die beiden auf 
einander senkrechten Tangeuten der Kugel 
AX und AY, von denen die erstere in 
der Ebene des Aeqnators, die zweite in 
der Ebene des ersten Meridians liegt. Ist 
nun P' der Schnittpunkt von OP mit der 
Bildebene nnd zieht man P"N' senkrecht 
auf AX. so liegt 2P anf der Verlängerung 
von ON und für die Koordinaten des 
Punktes i", d. h. für die Linien AN' = 
x und N'P' = y hat man folgende Werthe 

(2) x = OA tan A = a tan A, 

(3) y = ON' tan f = a sec A tan <p. 
Hieraus ergeben sich folgende Hegeln. 
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Der Aeqnator wird durch die gerade Linie. AX dargestellt, 
der mittelste Meridian durch die darauf senkrechte gerade Linie 
AY und alle andern Meridiane durch Gerade, welche parallel zu 
OY laufen und deren Abstand von OY durch die Formel 

(4) x = u tan X 

bestimmt ist, welche man einfach konstruiren kann. 

Ein Parallelkreis wird durch eine Hyperbel dargestellt, deren 
reelle Achse in der Linie OY liegt und den Werth 2 a tan <jf> hat, 
während die imaginäre Achse in der OX liegt und den Werth 2a 
besitzt. 

Aus den Formeln für x und y erhält man nämlich 



= sec X und — = tan X 



a tan <jp a 

und da 



sec 



2 X — tan *A = 1 



ist, so ergiebt sich 

V ; a* tan 2 9> <* 2 — 

die Gleichung der erwähnten Hyperbel. 

Auf Taf. 1 stellt Fig. II diese Projektion dar. Die Theilungs- 
punkte auf XX' und ebenso die auf YY' haben ganz dieselben Ab- 
stände unter einander, wie die Punkte auf der obersten Linie von 
Fig. I. Die Abbildungen der Meridiane sind durch die Punkte auf 
XX 1 völlig bestimmt. Was die hyperbelförmigen Abbildungen der 
Parallelkreise betrifft, so haben sie die gemeinsame Nebenachse 
a = AB und ihre Hauptachsen sind die Entfernungen zwischen je 
zwei mit gleichen Nummern versehenen Punkten auf YY'. Um nun 
z. B. die Hyperbel zu konstruiren, welche durch die beiden Punkte 
40 auf YY 1 geht, setzt man den Zirkel in dem Punkte B ein, öffnet 
ihn bis zu einem der Punkte 40 und trägt die erhaltene Strecke 
von A nach F und F x hin ab. F und F x sind dann die Brenn- 
punkte und die Hyperbel kann nun nach Anleitung von §. 5, Nr. 5 
konstruirt werden. 

IV. Gnomonische Horizontalprojektion. 

7. In Fig. 29 sei der Kugelmittelpunkt, BAQ der mittelste 
(erste) Meridian, A derjenige Punkt dieses Meridianes, in welchem 
die Bildebene die Kugel beröhrt, B der auf dem Aequator liegende 
Punkt dieses Meridianes und Q der Pol; ferner sei die Breite von 
A oder der Bogen BA = a. Dann ist klar, dass der erste Meri- 
dian sich in Form der Geraden AX* projicirt, und zwar ist Q' die 
Projektion des Poles Q, wobei 

(6) AQ 1 = a cot a 

ist, a als Kugelhalbmesser vorausgesetzt. 

Der Punkt B des Aequators projicirt sich ebenfalls auf die 
Linie AX, nach B\ und es ist 

(7) B*A = a tan a, 
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wobei nicht zu vergessen ifct, dass immer B' und Q' auf entgegen- 
gesetzten Seiten von A liegen. • 

Die Projektionen der verschiedenen Aequatorpunkte fallen alle 
auf die Gerade B'Y, welche im Punkte B* senkrecht auf AX er- 
richtet ist. Diese Linie B'Y ist also die Projektion des Aequators. 

8. Ein beliebiger Meridian QPG projicirt sich in Form einer 
Geraden Q'G\ wo Q' die Projektion des Poles Q, C die des Ae- 
quatorpunktes C ist. 

Zur Berechnung des Winkels 6, den diese Gerade mit AX 
bildet, hat man die Gleichung 

* * B ' C ' 
tan B = -g^-. 

Nun ist aber OB' = a sec a, B'C = OB 4 tan X, wenn X die 
Länge des Meridianes QPC, vom Meridiane AQ ausgemessen, be- 
deutet; folglich 

B'C 4 = a sec a tan X. 

Ferner ist 

B'Q' = B'A ~f- AQ' = a tan a -f- a cot a = a sec a cosec a. 

Mithin 

(8) tan 9 = sin a tan A. 

Die Konstruktion der verschiedenen Meridiane ist auf Taf. 1 
aus Fig. III näher zu erkennen. 

Um ist mit dem Halbmesser OA = a ein Kreis beschrieben, 
der den ersten Meridian darstellt ; derselbe ist vom Punkte B aus, 
der einen Aequatorpunkt vorstellt, von 10 zu 10 Grad eingetheilt, 
so dass dem Punkte A eine Breite von a = 50° zukommt. In A 
ist eine Tangente AX an den Kreis gelegt und auf diese sind die 
Punkte B und Q (der Pol) in B und Q* projicirt; in B 4 ist B'Y 
senkrecht auf AX errichtet. 

Ferner ist um Q' mit dem Halbmesser Q'B* ein Kreisbogen 
geschlagen und bis zum Schnittpunkte S mit der Verlängerung von 
()0 fortgesetzt und alsdann ST senkrecht auf AX gezogen wor- 
den. Da Z. S Q' T = </BOA = a ist, so ist 

ST= Q'B' sin «. 

Auf der Verlängerung von XB' ist dann ü so bestimmt wor- 
den, dass 

B'UzzzST— Q'B' &ma 

ist; um U hat man einen durch B' gehenden Kreis gelegt und 
denselben von 10 zu 10 Grad eingetheilt. Die einzelnen Theil- 
punkte sind mit U verbunden und die Verbindungslinien bis zum 
Schnittpunkte mit der Verlängerung von YB' fortgesetzt worden. 
Die so erhaltenen Punkte werden dann auf die andere Seite von 
B'Y übertragen (wenn man die rechte Hälfte der Karte zeichnen 
will) und mit Q* verbunden. 

Ist z. B. X = PUB', so ist 

B'P = B'P X =B 4 U tan X= Q'B' sin a tan X. 
Gretschel, Karten -Projektion. 4 



Anderntheils ist aber auch 

B'P t = Q'B' tan B'Q'P,, 
mithin 

tan B'Q'P l = sin a tan X, 
und wenn man Gleichung (S) berücksichtigt, so erkennt man, dass 
B'Q'P, = » ist. 

9. Ist P in flg. 29 ein Punkt auf dem Meridiane CQ, dessen 
Breite y und dessen Länge X betragt, P' seine Projektion, so 
handelt es sich für uns jetzt um die Ermittelung der rechtwink- 
ligen Koordinaten 

AM = x und MP' = y 
dieses Punktes. Ist zunächst G der Mittelpunkt des durch P gehen- 
den Parallelkreises, so ist 

GP = a cos ?, OG = a sin y, 

und wenn PS die Senkrechte ist, welche man von P aus auf die 

Ebene des ersten Meridianes fällen kann, so ist weiter 

GS = GP cos X = a cos <f cos X. 

Da nun S auf der Verbindungslinie OM liegt, so hat man 

GS 

OG 



Weiter ist dann 
tan AOM = tan (9Q n - a - MOQ') = cot (a + MOQ) 

I — tan a tan MOQ I — tan « cot y cos X 

tan a -\~ tan MOQ tan a -\- cot <p cos X 

das ist 

< „-.r cos « sin 9 1 — sin a cos 9> cos > 

tan AOM — — ;--—-■■; — ■ - — — 1-, 

sin « sin y + cos « cos y cos A 

und da x = A.V = a tan AOM, so hat man 

__ cos « sin <f> — sin (i cos </> cos X 
^ ' — sin a sin ff -J- cos a cos <f> cos X 

Zur Berechnung von y — JfP' dient .die Formel 
y~(AQ' — x) tan», 
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aas welcher man nach Einsetzung der betreffenden Werthe und 
einigen einfachen Reduktionen erhält 

, 4t .. a cos <p sin X 

l ] J y —7- . • 

y sin a sin <p -f- cos a cos 9 cos X 

10. Eliminirt man aus den beiden Gleichungen für x und y 
die Länge X, etwa indem man aus der ersten den Werth von cos X 
ausrechnet und denselben in die zweite einsetzt, nachdem man 
dieselbe quadrirt und 1 — cos 2 A an die Stelle von sin *X gesetzt 
hat, so ergiebt sich die Gleichung 

(11) y a sin *<p -f- x 9 (sin 2 9> — cos *a) - 2ax sin a cos a 

+ a* (sin 2 <p — sin 2 a) = 0, 

welche die Abbildung des Parallelkreises von der Breite <p aus- 
drückt. Diese Abbildung ist im Allgemeinen ein Kegelschnitt, des- 
sen eine Achse in die Linie OX> die Abbildung des ersten Meri- 
dianes fällt, wie sich daraus ergiebt, dass die Gleichung im Bezug 
auf y rein quadratisch ist. Es erübrigt nur noch, näher anzugeben, 
in welchen Fällen diese Linie eine Parabel, eine Ellipse oder eine 
Hyperbel ist. 

a. Wenn <T = 90° — a ist, so ist die Abbilduug des Pa- 
rallelkreises eine Parabel, denn es kommt dann das mit x* be- 
haftete Glied der Gleichung (11) in Wegfall und man kann diese 
, Gleichung in der Form schreiben 

(12) y 1 = 2a tan a (x — a cot 2a). 

Setzt man in derselben x x an die Stelle von x — a cot 2a, 
so ergiebt sich 

y* = 2a tan a • x x . 

Eine Vergleichung mit der Gleichung (1) des §. 6, 

y* = px 

zeigt sofort, dass diese Gleichung eine Parabel darstellt, und zwar 
ist der Anfangspunkt der Koordinaten der Scheitel der Parabel, 
welcher um a cot 2a von A entfernt liegt, und die Brennweite ist 

(13) -|- = -ytana. 

Scheitel und Brennpunkt lassen sich leicht konstruiren. 

Wenn 0, Q, Q', A, B und B\ auf Taf. I in Hg. 111 a dieselbe 
Bedeutung haben, wie in Fig. 111 und man zieht OC parallel mit 
AX, so ist ^ QOC = 4 /BOA = a; macht man dann </DOQ 
ebenfalls = a, so sind C und D die beiden im ersten Meridiane 
liegenden Punkte des Parallelkreises von der geographischen Breite 
a und der Schnittpunkt der Geraden CD und OQ ist der Mittel- 
punkt dieses Parallelkreises. Ferner ist. der Schnittpunkt D* der 
Verlängerung von OD und der Achse AX der Scheitel der Parabel, 
und wenn man von D 4 aus auf OQ die Senkrechte D 4 E und von E 
auf AX die Senkrechte EL fällt, so ist L der Brennpunkt der- 
selben. Es ist nämlich / EOD 4 = a, also £ OD'E = /ED'L 
= 90° - a und sonach D 4 E = OD 4 sin a und D 4 L = PlE sin « 

4* 
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= OD 4 sin »a. Da aber ^/ AOD' = 90° — 2a ist, so ist OD' = 
a cosec 2 a, mithin 

D'-L = a cosec 2ä sin *a = — tan a, 

entsprechend Gleichung (13). 

Die Konstruktion der Parabel kann nun nach Anleitung des 
§. 6, Nr. 5 leicht erfolgen. 

b. Wenn 9 -f- a > 90° ist, so ist die Abbildung des Pa- 
rallelkreises eine Ellipse. Die Gleichung lässt sich dann auf die 
Form bringen. 

/^x * . » Ä i f a sin a cos a -\2 . m m * 

(14) y* sin *y -f- ( * — « ~*— ) (sin»9-cos»a)= 

v ' * \ sin *9> — cos *a/ v T ' 

a 2 sin 5 y cos *9> 

sin 2 <p — cos 2 a 

Diese Gleichung wird rein quadratisch auch im Bezug auf x, 
wenn man den Anfangspunkt um das Stuck 

a sin a cos a 

sin 2 <jp — cos *a 

in der Richtung der positiven x verlegt. Der Punkt der #-Achse, 
dessen Abscisse x ist, ist also der Mittelpunkt der Kurve. Setzt 
man x — x = #, , und ferner 

— a ' C ° S ^ a — g sin y cos y 

*" — ^sin *? — cos *« Und a% ~ sin *<T - cos »«' 

so geht die Gleichung über in 



«, 2 ' *,* 

die Mittelpunktsgleichung einer Ellipse mit der grossen Halb- 
achse a x und der kleinen &,. Für die lineare Excentricität e er- 
hält man 

fi5i « - v a 2-,as - a cos y cos « 

(lb) e- a x b x — gin 2y _ cog 2ft , 

und die Entfernung eines Brennpunktes vom Endpunkte der Haupt- 
achse ist daher 

(16) ■ «,-.= aC ° a<P 



sin y -f- cos a 

Die Endpunkte der Hauptachse und die Brennpunkte lassen sich 
leicht durch Konstruktion finden. 

Sind H und 7, auf Taf. I in Fig. lila die beiden im ersten 
Meridian liegenden Punkte des Parallelkreises von der Breite 
BH = <p, so sind die Projektionen JET' und J' dieser Punkte die 
Endpunkte der grossen Achse und der Halbirungspunkt von H' I' 
ist der Mittelpunkt der Ellipse. 

Halbirt man ferner den Winkel OH'X durch die Linie JB2T, 
welche den nach dem Pole Q gehenden Durchmesser in K schnei- 
det, und fällt man dann von K auf AX die Senkrechte KF, so 
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ist F der eine Brennpunkt und der andere F x wird erhalten, wenn 
man F x I' — H'F macht. 

Es ist nämlich 

H'F = H'K cos KH'F, H'K = OH' sin ^S Sr «*<* 

sin OKH 4 

OH- = 0A 



cos AOH 1 ' 

und durch Multiplikation dieser Gleichungen ergiebt sich 

tt, f _ nA cos KH'F sin H'OQ ' 
tl* — VA giQ QKRt cog A0Ht • 

Da aber A = a, </ AOH' = <p — a, / H'OQ' = 90° — c/>, 
,/ JBTjff'jF = J (90° + y — «) «nd ^ OKHT= } (90° + 9 + *) 
ist, so geht vorstehende Gleichung über in 

h'f= a cos * ^ 90 ° + y ~ a ^ cos y 

sin J (90° + V + a) cos (9> — a) ; 

setzt man hier im Nenner 

cos (9> — a) = sin (90° + 9 — «) 

= 2 sin £ (90° + y — a) cos 4 (90° -f- 9 — a), 

so hebt sich cos £ (90° -f- 9 — <*) im Zähler und Nenner auf und 
es ist im Nenuer 

2sin i (90° + 9 + <*) sin £ (90° + 9> — a) = sin 9 -f cos a, 

weshalb man in Debereinstimmung mit Gleichung (16) erhält 

H < F & co s y 

cos a 4~ cos ST 
Hiernach lässt sich die Ellipse leicht konstruiren. * 

c. Wenn 9 -\- a < 90° ist, so wird die Kurve eine Hy- 
perbel, deren reelle Achse in die AX fällt. 

Die Gleichung uimmt dann, weil cos a ^> sin 9 ist, die Form an 

/-~v f i # sin a cos a \2 

(17) ( a? H . — i- ) (cos *a — sin *9>) — y* sin 2 y = 

V ' cos *a — sin *<jpy ' * y 

a % sin *9 cos 2 y 

— — — — — — — — - ■ # 

cos 2 cc — sin *9> 

Verlegt man den Anfangspunkt um das Stück 

a sin ol cos a 

cos a a — sin 2 9> 

von A aus in der Richtung nach B* und setzt x -f- o? *= #j, 
ferner 

_ q sin y cos 9 , «^ V 

a| — cos *a — sin a y' ! — V c ös ~**~'An*9' 

so kann man die Gleichung auch in der Form schreiben 



a* 6» 

welche die Mittelpunktsgleichung einer Hyperbel mit der reellen 
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Achse a t und der imaginären b t ist Für die Excentricität e hat 
man die Gleichung 

(18) , = Vif+ir = ««...«.T 

cos i a — sin 2 </> 

und die Entfernnng eines Brennpunktes vom Scheitel ist 

(19) .-.,= "-^A-~ 

cos a -\- aia </> 

Die Konstruktion der Endpunkte der Hauptachse und der 
Brennpunkte ist genau so, wie bei der Ellipse. Auf Tftf. 1 in 
Fig. lila, sind für die Hyperbel von 10° die beiden Brennpunkte 
G und ff, konstruirt und in Fig. III auf derselben Tafel sind Ab- 
bildungen der verschiedenen Parallelkreise von t0° zu 10° auf der 
eineu Seite des ersten Meridiaues auf die vorstehend beschriebene 
Weise gezeichnet worden. 

11. Statt der Reihe hach Punkte zu bestimmen, die auf der 
Abbildung eines Parallelkreises liegen, kann man auch zunächst 
die Punkte auf der Abbildung eines Meridiaues bestimmen, welche 
den verschiedenen Breiten entsprechen. Verbindet man dann die 
Punkte gleicher Breite auf verschiedenen Meridianen, so erhält man 
die Abbildung des betreffenden Parallelkreises. 

~ »q Ist Q' die Projektion des Po- 

'' les Q, B'Y die des Aequators und 

Q'C diejenige eines Meridiaues 
von der Länge X, entsprechend der 
Flg. 29, so konstruire man über 
Q'C als Durchmesser einen Halb- 
kreis, schlage von Q' aus mit 
dem Halbmesser 

(vergl. Flg. 30) einen Bogen, der 
den Halbkreis im Punkte 0' schnei- 
det, worauf man 0' mit Q' und 
C verbindet. Alsdann beschreibt 
man nm 0' einen Viertelkreis, den 
man von O'C nach O'Q' hin in 
gleiche Theile theilt, etwa in 9, wenn man die verschiedenen 
Breiten von 10° zu 10° in Betracht zu ziehen wünscht. Zieht 
man dann von O' aus nach allen Theilnngspunkten Gerade und 
verlängert dieselben gehörig weit, so schneiden dieselben die Linie 
Q'C in den gesuchten Punkten, welche 10", 20° . . . Breite haben. 
Wie man nämlich leicht erkennt, ist das Dreieck Q'O'C nichts 
weiter als das rechtwinklige Dreieck Q'OC, niedergeklappt in die 
Zeichenebene. 

Statt der vorstehenden Konstruktion kann man sich auch der 
folgenden bedienen, welche sich durch bequemeres Arrangement 
auszeichnet: 
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Man macht iu Mg. » auf B'X die Strecke Q'R = Q'O, er- 
richtet in B auf Q'S die Senkrechte £2, schlägt dann um Q' mit 
der Oeffnung Q'C einen Bogen, welcher BZ in (."' schneidet, zieht 
hierauf die Gerade Q'C" und schlägt am £ mit beliebiger Oeffnuog 
einen Viertelkreis, den man eintheilt, etwa von 10° zu 10°. Ver- 
längert man dann die nach den Theiluugspunkteu gerichteten Halb- 
messer bis zu ihren Schnittpunkten mit Q'C" und schlagt durch 
die so erhaltenen Punkte Kreisbogen um Q', so schneiden letztere 
die Q'C in den gesuchten Punkten. 

V. Konstruktion der Entfernung zweier Punkte. 

12. Wenn auf der Karte zwei Punkte M' und N' gegeben 
sind, und wenn man ausserdem auch den Punkt A, iu welchem diu 
Bildebene die Kugel berührt, oder deu Mittelpunkt der Karte, so- 
wie den Kugelhalbmesser kennt, welcher der Kartenzeicbnuug zu - 
Grande liegt, so kann man leicht den Bogen eines grössteu Kugel- 
kreises konstruiren, welcher durch 

die Pnnkte M und N geht, deren »fr 31. 

Abbildungen M' und A" sind. Man 
hat nämlich nur nöthig, das Dreieck 
OM'N' zu zeichnen, wo den Kugel- 
mittelpunkt bedeutet, uud dann um 
mit dem Kngelhalbmesser einen Kreis- 
bogen' zu beschreiben, welcher die 
Punkte jtfund N anf OM' und ON' 
angiebt. Die Seiten OM' nnd ON' 
sind aber die Hypotenusen der recht- 
winkligen Dreiecke OAM' und OAN'. Daher folgende Konstruktion. 
Man verbinde M' nnd A" mit A, errichte in A auf AM' und 
AN' die Senkrechten AK und AL, beide von der Länge a des 
Kugelhalbmessers, konstruire dann über M'N' mit den Seiten AK 
und AL das Dreieck OM'N' und schlage um ö mit dem Halb- 
messer a der Kugel den Bogen MN, welcher, nach Gradmaass oder 
auch mit dem Längenmaassstabe gemessen, die Grosse des gesuch- 
ten Bogens auf der Brdkugel angiebt. 

13. Da es oft vorkommt, dass die Länge eines Kreisbogens 
als gerade Linie dargestellt nnd mit einem Längenmaassstabe ge- 
messen werden soll, so mag das Verfahren hier kurz angegeben 
werden. 

Bedeutet in der Flg. 32 AB den betreffenden Bogen, so ziehe 
man den Durchmesser AC und verlängere ihn bis D, so dass 

AD = -=- AC ist; errichte fernerin A 3ifl. 3t. 

eine Senkrechte AK nnd ziehe die Ver- 
bindungslinie DB, welche AK in E 
schneidet. Dann ist AE annäherungs- 
weise gleich der Länge des Bogens. 

Diese Konstruktion giebt recht be- 
friedigende Resultate, wenn der Bogen 
kleiner ist als 45". Bei grösseren Bögen 




ist es am einfachste)], sie in 2, oder 4, oder 8 gleiche Theile zu 
thcilen, eitieu Theil zu rektificireii und die erhaltene Länge danu 
zu vervielfachen. 

VI. Äenderungen der Winkel and Längen. 

14. In flg. 33 sei P ein Punkt der Kugel, dessen Entfernung 
vom Berührungspunkte A, ausgedrückt in Bogenmanss, fi sein mag; 
PP i sei die Richtung nach einem 
3 '8- 33 - benachbarten Punkte, vp der Win- 

kel, den diese Richtung mit dem 
Bogen AP einschliesst. Danu ist 
unsere Aufgabe die, den Winkel 
\p' zu finden, den die Projektion 
P'P\ von PP, mit der Geraden 
AP', der Projektion von AP, ein- 
schliesst. 

Legt man nun durch P und P t 
ein Paar zur Bildebene parallele 
Kugelkreise, so sind deren Projektionen ein Paar durch P" nnd P\ 
gehende Kreise mit dem Mittelpunkte A, und wenn M der Schnitt- 
punkt von AP t mit dem durch P gehenden Parallelkreise, M' die 
Projektion von M ist, so gelten die Gleichungen 

tan * = ¥ - M nnd tan * = -^ 

mit nm so grösserer Genauigkeit, je kleiner die Strecke PP\ ist. 
Nun ist AP = AM = ap und der kleine Bogen MP t = adfj., 
wenn wir, ähnlich wie früher, mit dp eine verschwindend kleine 
Zunahme von jj. bezeichnen. Ferner ist der Halbmesser des Pa- 
rallelkreises durch P = a sin u, und wenn wir den verschwindend 
kleinen Bogen MP, gemessen in Bogenmaass = dX setzen, so ha- 
ben wir für die Länge MP die Formel a sin \i dX, so dass sich 
die Formel ergiebt 

, a sin u dX , dX 

tan u/ — - — J — - = sin u , 
adf* ' dy. 

Andcrntheils ist, wenn man ^ -j- djj. = /j.' setzt, 
AM' = a tan fx, AP' , = a tan ft', 
folglich 

P\ M' = a (tan u' - tan u) = a — &' ~ ^ 

' ' COS fX COS JJ 

Da aber die Gleichung 

sin jft' — p) _ t 

r*' — H 
nm so genauer gilt, je näher p'=H ist, so kann man sin (^' — fi) 
= fi' — y.~d}t setzen, so dass man, für y. = ■ y., hat 

1 cos *n 



Ferner ist M'P' ein Stück Kreisbogen, und zwar ist ,/ P"AM' 

= dX. Folglich ist 

M'P' — a tan y. dX, 

und also 

. ,, M'P 1 dX 

tan* = > -- ;jf ,- =81 n MC os H ^-, 

das ist 
(20) tan \f/ = cos y. tan «p. 

Mau sieht hieraus, dass für y = i), d. h. für den Punkt A, 
J/ = \^ ist, die Winkel nicl't geändert werden, wogegen mit 
wachsender Entfernung von A tan \|/ im Vergleich zu tan \J/ immer 
mehr abnimmt. Mit anderen Worten: die Winkel werden am 
wenigsten im Mittelpunkte der Kurte, am meisten an 
den Rändern verändert, und zwar ist diese Aenderung 
nur von der Entfernung vom Mittelpunk te, nicht von 
<ler Richtung, nach welcher hin der betreffende Punkt 
liegt, abhängig. 

15. Wenn der Winkel \J/' auf der Sifl. 3*. 
Karte gegeben ist, so kann man daraus 

leicht \^ finden. Zn dem Zwecke zeich- 
net man sich als Hilfsfigur (s. Hg. 34) 
einen Kreis mit beliebigem Halbmesser 
KL und errichtet auf KL in L die Senk- 
rechte LX, trägt dann LI = KL cos y 
ab und schlägt um I mit LI einen Kreis. 
Trägt man nun LK8 = \J/ ab, so ist 
LIS = *. 

Bestimmt man auf diese Weise den Winkel zwischen AP und 
einer beliebigen Richtung und ebenso den Winkel zwischen AP 
und dem Meridiane, welcher durch P geht und dessen Abbildung 
Q'P' ist, so kann man daraus den Winkel zwischen jener Richtung 
und dem Meridiane durch einfache Addition oder Subtraktion fin- 
den. Es ist sonach möglich, auf ganz einfache Weise die wahren 
Werthe der Winkel zu finden, unter deneu ein grösster Kreis die 
verschiedenen Meridiane schneidet. 

16. In Figur 33 hat man für das Längenelement PI', die 
Gleichung 

PP t = MP t sec \f> = a dy sec * = a dy Vi -\- tan **. 
und für seine Projektion gilt 

P'P\ = M' t P' t sec vj*' = a dy sec *y sec \J/ 
oder 

P'P\ ~ady sec *y. V I -f- cos *y tan "^ 
Das Verhältniss zwischen dem Bogenelement auf der Kugel und 
seiner Abbildung wird hiernach 

__ P'P\ __ , I / J +_??? V~ ta " *4- 

K ~~ pp, ; — sec ** K t+t üb ;** " 
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Da cos fx für alle Werthe von fx> welche grösser als sind, 
ein echter Bruch ist, so ist der Zähler der Wurzelgrösse im All- 
gemeinen kleiner als der Nenner. Wenn \f/ = 90° ist, d. h., wenn 
das Bogenelement rechtwinklig gegen AP liegt, so wird, weun 
Zähler und Nenner unter der Wurzelgrösse mit tan \|/ dividirt 
und dann \|/ = 90° gesetzt wird, die Wurzelgrösse gleich 

cot *\l» 4- cos *u, 

7oT^Tr =C08 ^' 

mithin 

k = sec \x = k' 

uud dies ist der kleinste Werth von k; denn fügt man im Zäh- 
ler und Nenner des Bruches 

cos *jUt 



V 



1 ' 

der in diesem Falle unter dorn Wurzelzeichen steht, die Grösse 
cot *\f/ hinzu, so wächst der Werth des Bruches. 

Den gross ten Werth von k, der x 2 heissen mag, erhält 
man, wenn \J/ = ist; daun ist nämlich die Wurzelgrösse = I, also 

h" = sec ' 2 jx. 

17. Betrachtet man als Flächenelement auf der Kugel ein 
Rechteck mit den Seiten MP X und PM y so ist dessen Fläche 

MP X • PM = a % sin y. rf/ut dX; 

die Abbildung desselben ist dagegen 

M'P\ • P'M* = a a sin /ut sec V dp dX, 

so dass das Verhältniss zwischen Original und Abbildung oder die 
Flächenvergrösserung durch 

sec *ja 

ausgedrückt wird. Diese Vergleichung ist um so genauer, je kleiner 
die Diagonale PP X des Eugelrechteckes angenommen wird. 

VII. Vorzüge und Mängel der gnomonischen Abbildung. 

Historisches. 

18. Die wesentlichste Eigenthümlichkeit dieser Projektidnsart 
ist die, dass ein grösster Kugelkreis sich als gerade Linie dar- 
stellt. Da auf der Kugel die kürzeste Entfernung zwischen zwei 
Punkten durch den Bogen des grössten Kreises gemessen wird, der 
durch die beiden Punkte geht, so ist für den Seefahrer eine Pro- 
jektionsart nicht unwichtig, welche diese kürzeste Entfernung in so 
einfacher Weise darstellt. Zudem kann man ja auch mit leichter 
Mühe die Winkel finden, unter denen die kürzeste Linie die ein- 
zelnen Meridiane schneidet. Die Erleichterung, welche dem eben 
Gesagten zufolge diese Darstellungsweise dem Segeln im grössten 
Kreise gewährt, ist auch Veranlassung geworden, dass neuerdings 
der Hydrograph Knorr in Washington seine Karte des Nordatlan- 
tischeu Oceans zwischen 0° und 65° nördlicher Breite in dieser 
Projektiousart entworfen hat. Vergl. E. JB. Knorr, Gnomonic 
chart of the North Atlantic Ocean> showing the direct course 
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(on the great circle) between any two points as also the prevai- 
ling xvinds at each season and the currents. Washington. Hy~ 
drogr. Office. 1869. Auch auf dem Programme des geographischen 
Kongresses in Antwerpen stand die Frage wegen Anwendung der 
gnomonischen Projektion zu Seekarten. 

19. Ein grosser Uebelstand dieser Projektionsart ist das rasch» 
Waclusthum der Abstände mit zunehmender Entfernung von der 
Mitte der Karte. Dieses Wachsthum wird am grössten bei einem 
Abstände von 90°, hier nämlich fällt die Projektion in unendliche 
Ferne und es ist daher nicht möglich die ganze Halbkugel auf 
einer Ebene darzustellen. 

Soll die ganze Kugel dargestellt werden, so braucht man dazu 
wenigstens vier Projektionsebenen. Am einfachsten könnte man 
dazu die vier Ebenen eines regelmässigen, der Kugel umschriebenen 
Tetraeders benutzen. Die ganze Kugelfläche wurde dann auf vier 
gleichseitigen Dreiecken dargestellt erscheinen. 

Indessen hat diese Form der Darstellung manche Unbequem- 
lichkeit, und es erscheint daher zweckmässiger, die ganze Erdober- 
fläche auf den sechs quadratischen Seitenflächen eines Würfels abzu- 
bilden, welcher um die Kugel gelegt ist. Auf diese Weise ist u. a. 
von dem verdienstvollen Kartographen Chr. G. Reichard eine 
Abbildung der ganzen Erde auf 6 Blättern hergestellt und im 
Jahre 1803 in Weimar veröffentlicht worden. 

Man hat auch noch andere Vorschläge gemacht. So hat der 
französische Geolog Elie deBeaumont die zwölf regelmässig 
fünfseitigen Flächen eines der Kugel umschriebenen regulären 
Dodekaeders sehr zweckmässig als Bildebenen befunden, wenn es 
sich um Anfertigung von Karten handelt, welche physikalische oder 
geologische Verhältnisse darstellen sollen. Saint Loup will die 
Kngelflache auf die Seitenflächen eines der Kugel eingeschriebenen 
Ikosaeders projiciren; der österreichische General Franz von 
Hanslab hat als Projektionsebenen die dreieckigen Seitenflächen 
eines unregelmässigen Polyeders von 48 Flächen vorgeschlagen. 

Im Ganzen aber ist diese Projektion zur Herstellung von Land- 
karten 7 wenig im Gebrauch; einestheils wegen der starken Vergrös- 
serung der Abstände nach dem Rande der Karte hin, dann wegen 
der Unbequemlichkeit der Zeichnung der Ellipsen , Parabeln und 
Hyperbelu, welche die Parallelkreise darstellen. 

Dagegen hat man sie schon seit dem Alterthum vielfach be- 
nutzt zur Anfertigung von Sternkarten. Hierzu eignet sie sich ganz 
besonders deshalb recht gut, weil uns die Sterne am Himmel auf 
einer Kngelflache erscheinen, in deren Mittelpunkte wir uns befin- 
den. Auf den sechs Flächen eines Wurfeis hat den ganzen Himmel 
dargestellt der Jesuit Paradies in seiner im Jahre 1674 in Paris 
veröffentlichten Globi coelestis in tabulas planas redacti descriptio, 
auct. R. P. Jgnatio Gastone Paradies S. J. mathematico. Ein- 
zelne Theile des Himmels enthält in dieser Darstellungsform auch 
schon die Perspectiva coelestis, sive tabülae peculiares ad asteris- 
mos in piano delineandos^ auct. R. P. Christophoro Grienberger. 
8. J. 1662. 
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20. Im Bezug auf die Lage des Würfels, dessen sechs Seiten- 
flächen die Bildebenen bilden, sind sehr verschiedene Annahmen 
möglich. Man kann z. B. denselben so legen, daas zwei Flächen 
die Kugel in den beiden Polen berühren, während die vier übrigen 
Berührungspunkte anf dem Aequator liegen. Dann erhält man zwei 
kongruente Polarprojektionen nnd vier kongruente Meridian Projek- 
tionen. Oder man kann den Würfel so legen, dass die beiden Pole 
sich in zwei gegenüberliegende Würfelecken projiciren; in diesem 
Falle erhält man sechs kongruente Horizontalprojektionen für 45° 
Breite. Oder mau kann die Projektion der Pole in die Halbirungs- 
pnnkte zweier gegenüberliegenden Würfelkanten fallen lassen, was 
vier kongruente Horizoutalprojektionen für 45° Breite und zwei 
kongrnente Meridianprojektionen giebt. Die nähere Betrachtung 
dieser uud ähnlicher verschiedener Fälle kann aber übergangen 
werden, da das früher Gesagte zur Lösung der hierbei sich dar- 
bietenden Fragen ausreichend sein dürfte. 



Die stereographische Abbildung. 
I. Allgemeines. 

1. Bei dieser perspektivischen Abbildung denkt man sich das 
Auge in einem Punkte der abzubildenden Kugcliiäche; die Bild- 
ebene £ steht senkrecht auf dem durch gehenden Durchmesser ÖA 
der Kugel, und zwar soll im Folgenden angenommen werden, dass 
sie die Kugel in dem Punkte A berührt, welcher dem Ange dia- 
metral gegenüber liegt. 

2. Die stenographische Projektion eines dnrch das Auge 
gehenden Kngelkreises ist eine unbegrenzte Gerade. 

Denn die Projektionsstrahlen fallen alle in eine Ebene, welche 
r in einer Geraden schneidet; der unendlich entfernte Pnnkt der 
letzteren ist die Projektion von 0. 

3. Die stereographische Projektion k' eines nicht dnrch das 
Ange gehenden Kngelkreises k ist wieder ein Kreis. 

jl 3- Zorn Zwecke des Bewei- 

ses legen wir durch OA (Hg. 
SS) eine zur Ebene des Krei- 
sest senkrechte Ebene, welche 
die Kugel längs des Kreises 
OBCA, die Kreisebene längs 
des Durchmessers BC und die 
Bildebene t längs der Geraden 
AX schneidet. Ziehen wir 
von aus noch nach allen 
Punkten vonAdie Projektions- 
strahlen, so fallen zwei davon, 
OB und OC in die erwähnte Hilfsebene und schneiden die AS in 
den Punkten B' und C. Wenn man dann noch OZ parallel zn 
AX legt, so sind die Winkel OB'C und ZOB' als Wechsehvinkel 
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gleich gross; der letztere aber ist gleich dem Winkel PCO, weil 
beide halb so gross sind als der Kreisbogen OB. Mithin ist 
OB'C = BCO. Der Kreis k und seine in der Bildebene s lie- 
gende Abbildung k* sind also Wechselschnitte des Kegels der Pro- 
jektionsstrahlen. Folglich ist, der Behauptung entsprechend, k* ein 
Kreis. 

4. Schneiden sich zwei Kugelkreise k und l in einem Punkte 
P und legt man dort an den ersten die Tangente £, an den letzte- 
ren die Tangente w, projicirt hierauf k, l, t und u in k' r l\ V 
und u\ so schneiden sich V und u 4 unter demselben Winkel wie t 
und u. % 

Ist nämlich Q der Punkt der Bildebene, in welchem sich t 
und V schneiden, R der Schnittpunkt von u und u' und P' die 
Projektion von P, so ist nach Nr. 5 des §. 2 QP=QP\RP—RP' 
und da die Dreiecke QPR und QPR die Seite QR noch gemein 
haben, so sind sie kongruent, mithin sind die Winkel QPR und 
QP'R einander gleich. 

5. Unter dem Winkel zweier sich schneidenden krummen Li- 
nien verstellt man bekanntlich den Winkel, welchen ihre Tangenten 
im Schnittpunkte einscbliessen. Man kann daher den in voriger 
Nummer bewiesenen Satz auch in den Worten ausdrücken: 

Die Projektionen k' und V zweier Kugelkreise k und l schnei- 
den sich unter demselben Winkel wie k und l selbst. 

Man kann indessen eine noch allgemeinere Folgerung aus dem 
Satze der Nr. 4 ziehen. 

Ein Bogenelement einer beliebigen Kurve lässt sich nämlich 
immer als ein verschwindend kleines Stück Kreisbogen ansehen. 
Denn nehmen wir drei in nicht zu grosser Entfernung liegende 
Punkte auf einer krummen Linie an, so können wir durch diesel- 
ben einen Kreis legen, welcher sich in der Nähe dieser Punkte um 
so inniger der Linie anschmiegen wird, je näher die Punkte anein- 
ander liegen. Lässt man die letzteren mehr und mehr einander 
nahe rücken und endlich zusammenfallen, so erhält man schliess- 
lich den Kreis, welchen wir. schon früher als Krümmungskreis ken- 
nen gelernt haben. Schneiden sich also zwei beliebige auf der 
Kugel liegende Kurven in einem Punkte P, so können wir uns die 
dem Punkte P benachbarten Kurvenelemente durch ein Paar Kreis- 
bogen-Elemente ersetzt denken, deren Tangenten mit denen der 
beiden Kurven zusammenfallen. Dann lässt sich der Beweis der 
Nr. 4 wiederholen und man sieht daraus 

dass überhaupt die stereographischen Projektionen zweier 
sphärischen Kurven sich unter demselben Winkel schneiden, 
wie diese Kurven, oder dass die Winkel in der Abbildung 
alle den Winkeln im Originale gleich sind. 

Sonach ist die Abbildung in den kleinsten Theilen 
dem Originale ähnlich und die stereographische Abbildung ge- 
hört also zu den konformen oder orthomorphen Abbildungen, 
deren allgemeine Betrachtung erst dem fünften Kapitel anfällt. 
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6. Der Mittelpunkt K' der Projektion k' eines Kugelkreises k 
ist die Projektion des Scheitels K des Kegels, welcher die Kugel 
in dem Kreise k berührt. 

Denn, ist P in Fig. 35 ein beliebiger Punkt auf Ar, so steht 
KP rechtwinklig auf der Tangente t, die man in P an k legen 
kann; folglich steht auch die Projektion K'P 4 senkrecht auf der 
Tangente t\ die man im Punkte P l an k 4 legen kann, und mithin 
fällt P'K* in die Richtung des Halbmessers von k\ der durch P' 
geht. Da alle Halbmesser von k\ sich in K* schneiden, weil ja 
P ganz beliebig gewählt ist ; so ist K* der Mittelpunkt von k'. 

Wenn k ein grösster Kugelkreis ist, so geht der Berührungs- 
kegel in einen normalen Cylinder über. Der Mittelpunkt von k 4 
wird dann erhalten, indem man von aus eine Gerade zieht, die 
zu den Erzeugenden dieses Gylinders parallel läuft oder, was das- 
selbe ist, auf der Ebene von k senkrecht steht; der Schnittpunkt 
dieser Geraden mit der Bildebene £ ist dann der gesuchte Mittel- 
punkt. 

Die Sätze in Nr. 2 — 6 bilden die allgemeine Theorie der 
stereographischen Projektion. Wir wenden uns jetzt zu den be- 
sonderen Modifikationen, welche diese Abbildungsweise erfährt, je 
nachdem die Bildebene dem Aequator, einem Meridiane oder dem 
Horizonte eines beliebigen Punktes parallel ist. Wir werden sehen, 
wie man mittelst der obigen Sätze, ohne Zuhilfenahme neuer Un- 
tersuchungen, das Netz in allen Fällen konstruiren kann. 

II. Stereographische Polar- oder Aequatorial-Projektion. 

7. Bei dieser Darstellung befindet sich das Auge in dem 
einen Pole der Kugel und die Bildebene s berührt die letztere im 
entgegengesetzten Pole A. Man bildet diejenige Halbkugel ab, 
welche diesen Pol umgiebt; doch kann die Abbildung sich noch 
weiter, auf die andere Halbkugel ausdehnen, da nur die Projektion 
von in unendliche Ferne fällt. 

Die Meridiane werden dargestellt durch gerade Linien, welche 
sich im Punkte A unter denselben Winkeln schneiden, wie die 
Meridiane. 

Die Parallelkreise erscheinen als koncentrische Kreise um A 
als Mittelpunkt, und zwar ist der Halbmesser der Abbildung des 
Parallelkreises von der Breite 9 

r* = 2 a tan % (90° — 9)> 

wenn a den Halbmesser der Kugel bedeutet Setzt man 2 a = 1, 
so hat man für r 4 die nachstehenden Werthe. 
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V 

0° 

5 
10 

15 | 
20 
23° 27' 30"; 
25° ! 
30 
35 
40 



1,0000 
0,9163 
0.839 1 
0,7673 
0,7002 
0,6562 
0,6371 
0,5774 
0,5206 
0,4663 



45° 
50 
55 
60 
65 
66° 32' 30" 
70° 
75 
80 
85 



0,4142 
0,3640 
0,3153 
0,2680 
0,2217 
0,2076 
0,1763 
0,1317 
0,0875 
0,04J7 



Will man die Halbmesser r' konstruiren, so kann man sich 
des folgenden, auf Taf. I in Fig. IT erläuterten Verfahrens be- 
dienen. 

Auf der Abbildung AX des Meridianes von 90° Länge errichte 
man senkrecht die Linie AO = 2a und schlage darüber einen 
Halbkreis. Diesen theile man von A aus, etwa von 10 zu 10 oder 
von 5 zu 5 Grad ein. In der Figur sind die Theilpunkte von 10 
zu 10 Grad angegeben und mit den zugehörigen Breitengraden, 80, 
70, . . . bezeichnet worden. Verbindet man einen dieser Theil- 
punkte, z. B. D mit und verlängert die Verbindungslinien bis 
zum Durchschnittspunkte D' mit AX, so ist AD 4 der gesuchte 
Radius r' für die dem Punkte D zukommende Breite. 

Auf diese Weise ist in Fig. IT das Netz des vierten Theiles 
der Halbkugel entworfen worden. Die in Gestalt gerader Linien 
dargestellten Meridiane theilen die Abbildungen der Parallelkreise 
in Stücke von je 10 Grad. 

III. Stereographische Meridian-Projektion. 

8. Bei dieser Darstellung berührt die Bildebene den Aequator 
in einem Punkte A, das Auge befindet sich in dem diametral ent- 
gegengesetzten Punkte des Aequators : die Abbildung bat es vor- 
zugsweise mit der den Punkt A umgebenden Halbkugel zu thun, 
kann aber auch darüber hinaus gehen. 

9. Der Aequator, sowie der erste, d. h. der durch A gehende 
Meridian erscheinen in der Abbildung als zwei auf einander senk* 
rechte, im Punkte A sich schneidende gerade Linien. 

Der erstere ist auf Taf. I in Hg. T durch X'X, der letztere 
durch Q' X Q dargestellt. Dabei sind Q\ und Q' die Projektionen 
der beiden Pole Q x und Q der Kugel, und zwar ist AQ' = Q\A 
= 2a oder gleich dem doppelten Kugel Halbmesser. 

Ein um A mit dem Halbmesser AQ' = 2a geschlagener Kreis 
stellt den Meridian von der Länge X = 90° dar. 

Die Richtigkeit der letzteren zwei Bemerkungen ergiebt sich 
daraus, dass die Ebene dieses Meridianes parallel zur Bildebene * 
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ist und von um den Halbmesser a absteht, während der Abstand 
OA = 2a ist. 

10. Die Abbildungen der übrigenMeridiane sind Kreise, welche 
durch Q' t und Q* gehen und zufolge dem Satze in Nr. 4 und 5 
mit Q\Q 4 Winkel bilden, welche den geographischen Längen gleich 
sind, woraus hervorgeht, dass auch die Halbmesser dieser Kreise 
mit einer durch Q' parallel zu AX gezogenen Geraden dieselben 
Winkel einschliessen. 

Betrachtet man nämlich die Gerade Q' t Q* als einen Kreis von 
unendlich grossem Halbmesser, so giebt die durch Q* parallel zu 
AX gezogene Gerade die Richtung des Halbmessers an. 

Die Mittelpunkte der verschiedenen Meridian-Abbildungen liegen 
hiernach auf AX (oder AX) und können wie folgt gefunden wer- 
den. Um Q* schlage man mit beliebiger Oeffnung einen Viertel- 
kreis, ziehe den Radius jß'O parallel zu AX und theile nun den 
»Bogen vom Punkte ab ein, z. B. von 10 zu 10 Grad wie in Fig. V. 
Zieht man dann durch die Theil punkte die Radien von Q 1 aus und 
verlängert dieselben bis zum Durchschnitte mit AX , so sind die 
Schnittpunkte die gesuchten Mittelpunkte und man kann die Ab- 
bildungen der Meridiane erhalten, wenn man den Zirkel in diesen 
Punkten einsetzt, bis Q* öffnet und dann einen Kreisbogen von Q' 
nach jß'| schlägt. Für die Länge X = 40° hat man beispielsweise 
auf dem Hilfskreise um Q* den Punkt D und der Mittelpunkt der 
Abbildung des Meridianes ist D\ diese Abbildung selbst ist Q'EQ\. 
Auf gleiche Art sind in Fig. V in drei Quadranten die Abbildungen 
der Meridiane von 10 zu 10 Grad erhalten worden; für die rechts 
von Q\ Q 1 liegenden Meridian-Abbildungen liegen natürlich die 
Mittelpunkte auf AX 1 . 

Will man AD 4 berechnen, so erhält man diesen Werth aus der 
Gleichung 

AD' = 2 a cot A, 

und zur Ermittelung von AE hat man die Gleichung 

AE = 2a tanjX; 
der Halbmesser D'Q' endlich ist 

D'Q 1 = 2 a cosecX. 

11. Wir kommen nun zur Abbildung der Parallelkreise. Da 
der Meridian von 90° Länge seiner Abbildung parallel liegt, so 
wird die letztere von den verschiedenen Parallelkreisen ganz in 
derselben Weise getheilt, wie der Meridian selbst. Will man also 
z. B. die Meridiane von 10 zu 10 Grad zeichnen, so theile man 
sich zunächst den Umfang des durch Q\ und Q' gehenden, um A 
als Mittelpunkt beschriebenen Kreises von 10 zu 10 Grad ein und 
beziffere die Theilpunkte von X'X aus wie in Fig. V auf der untern 
Hälfte ersichtlich ist. 

Da ferner ein Parallelkreis sämmtliche Meridiane rechtwinklig 
schneidet, so findet diese Eigenschaft auch bei den Abbildungen 
statt. Legt man daher in einem der vorhin erwähnten Theilpunkte 
der Abbildung des Meridianes von 90° Länge, z. B. in dem zu 60° 
Breite gehörigen Punkte F eine Tangente an diesen Kreis, so fällt 
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dieselbe in die Richtung des Radius desjenigen durch F gehenden 
Kreises, welcher den Meridian von 60° Breite reprasentirt. Der 
Mittelpunkt dieses Kreises ist der Punkt G auf der Verlängerung 
von Q'Q\i durch welchen die erwähnte Tangente geht; denn in 
diesem Punkte schneiden sich die Tangenten, die man in F und F x 
an die Meridianabbildung von 90° Länge legen kann. 

In gleicher Weise sind die Abbildungen der übrigen Parallel- 
kreise in Fig. Y gefunden worden, so dass diese Figur keiner wei- 
teren Erläuterung mehr bedarf. 

Setzt man die geographische Breite des Punktes F=<f, so 
ergiebt sich in Fig. V 

AG = 2a cosec y und FG = 2a cot y. 

Ist also V = X, so ist AG = D'Q' und FG = AD\ Man 
kann daher, wenn 2a = 1 angenommen wird, die Werthe dieser 
Grössen ans folgender Tafel entuehmen. 



V = X 


cosec <p 


cot y 


i y = x 


cosec y 


cot y 


0° 


CO j OD 


45° 


1,4 «42 1 1,0000 


5 


11,4737 1 11,4301 


50 


1,3054 


0,839 t 


10 


5,7588 1 5,6713 


55 


1,2208 


0,7002 


15 


3,8637 ! 3,7321 ! 


60 


1,1547 


0,5774 


20 


2,9238 2,7475 


65 


1,1034 


0,4663 


23° 27' 30" 


2,5120 


2,3044 


66° 32' 30" 


1,090 t 


0,4340 


25° 


2,3662 ! 2.1445 


70° 


1 ,0642 

* 


0,3640 


30 


2,0000 


1,7321 


75 


1 ,0353 


0,2679 


35 


1,7434 1,4281 


80 


i 1,0154 


0,1763 


40 


1,5557 1,1918 


85 


1,0038 


0,0875 




• 




i 90 

i 


1,0000 


0,0000 



IV. Stereographische Horizontal-Projektion. 

12. Die Bildebene berührt die Kugel in einem Punkte A, 
dessen geographische Breite a in dem Netz, Taf. II, Hg. VI, gleich 
50° angenommen worden ist. Den durch A gehenden Meridian 
betrachten wir als ersteu Meridian. Das Auge O liegt auf dem- 
selben Meridiane, dem Punkte O diametral gegenüber. Die Dar- 
stellung umfasst zunächst die den Punkt A umgebende Halbkugel, 
kann sich aber auch noch weiter erstrecken. 

13. Der erste Meridian erscheint in der Abbildung als eine 
gerade Linie Y'Y (nach Nr. 2 dieses §.). 

14. Die Parallelkreise erscheinen in der Abbildung als 
Kreise, deren Mittelpunkte auf Y'Y liegen. 

Denn, da die Parallelkreise jeden Meridian, und also auch den 
ersten rechtwinklig schneiden, so schneiden ihre Abbildungen die 
Gerade Y'Y rechtwinklig, d. h. die Mittelpunkte liegen auf dieser 
Geraden. 

Grctschel, Karten -Projektion. 5 
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15. Wie die Abbildungen der Parallelkreise konstruirt werden, 
ist auf Taf. 1 aus Hg. VI ersichtlich. 

Der mit dem Durchmesser OA = 2 a (5 Centim.) beschriebene, 
von 10 zu 10 Grad eingeteilte Kreis stellt den ersten Meridian 
dar, Q x und Q sind die Pole, O.ist das Auge, A der Punkt von 
50° geographischer Breite, auf dessen Horizont die Abbildung ge- 
macht wird; B und B x sind Punkte des Aequators, die Tangente 
Y'Y stellt die Abbildung des ersten Meridians vor. Ferner ist 
B* die Abbildung des Aequatorpunktes 2?, Q' diejenige des Poles 
Q; die Abbildung von Q x würde über die Grenzen unserer Zeich- 
nung hinausfallen. 

Setzt man die geographische Breite von A allgemein gleich 
a, so ist 

An* o , 90°— a 
AQ = 2a tan 

und für den Punkt ,Q' l9 die Projektion von (),, hat man die 
Gleichung 

AQ\ = — • 2 a cot ^ — 5 

die Entfernung zwischen den beiden Punkten Q' t und Q* ist daher 

Q'^Q* = 4a sec a. 

16. Um nun einen beliebigen Parallelkreis von der Breite <p 
abzubilden, giebt man sich auf dem Rreise OQ x Q die beiden Punkte 
D und E an, welche dieser Kreis mit dem Parallelkreise gemein 
hat, und projicirt sie von O aus auf Y'Y; die Entfernung der 
beiden Projektionen D* und E' ist der Durchmesser des Kreises, 
durch welchen dieser Parallelkreis dargestellt wird. Den Mittel- 
punkt kann man daher einfach durch Halbiren der Strecke D'E' 
finden. 

17. Fällt der eine der beiden Punkte D' oder E* zu weit 
hinaus, so kann man sich zur Auffindung des Mittelpunktes anch 
des in Nr. 6 bewiesenen Verfahrens bedienen. Man legt dann in 
D* oder E $ eine Tangente an den ersten Meridian und verlängert 
dieselbe bis zum Schnittpunkte K mit der Verlängerung der Achse 
Q X Q; die Projektion JP von K auf Y X Y ist der gesuchte Mittel- 
punkt. In der Hg. VI sind K und K 4 nicht angegeben. 

18. Will man die Lage der Punkte D' und E\ sowie des 
Mittelpunktes K 4 durch Rechnung finden, so hat man dazu die drei 
Gleichungen, 

AD 4 = 2a tan 9 7 * , AE' = 2a cot 9 "j" " , 

AK' = \ (AD' -f Am = . xtmJ *T"ti T" 

* v ' sin 4 (q> -+- «) cos £ (y — a) 

Für die beiden Punkte B und B x des Aequators, für welche 
</> = ist, ergeben sich aus den drei letzten Gleichungen die Werthe 

AB 4 = — 2a tan ~> AB\ — 2a cot -|-, AM 1 = 2a cot a, 
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wenn B\ die Projektion von 2?, und M 4 den Halbirungspunkt der 
Strecke B'B' t bedeutet. Die Punkte B\ und M' sind in der 
Figur nicht mit angegeben. 

19. Die Konstruktion der Abbildungen der verschiedenen Pa- 
rallelkreise hat nach der in Nr. 16 und 17 gegebenen Anleitung 
keinerlei Schwierigkeiten; nur ein Fall verdient noch besonderer 
Erwähnung. 

Legen wir nämlich durch das Auge selbst einen Parallel* 
kreis, welcher den ersten Meridian ausser in noch einmal in C 
schneidet, so ist dessen Projektion zufolge Nr. 2 eine gerade Linie, 
and zwar muss dieselbe dem in Nr. 14 Gesagten gemäss recht- 
winklig auf Y*Y stehen. 

Auf Taf. II in Hg. VI ist C die Projektion von C und X'X die 
Abbildung des durch und C gehenden Parallelkreises. 

Man findet leicht aus der Figur, dass die Breite dieses Pa- 
rallelkreises BC= — a ist. 

Zur Berechnung von AC 4 liefert die erste der Formeln der 
Nr. 18, wenn man dort C' statt D 4 und — a statt y setzt, die 
Gleichung 

AC 4 = — 2a tan <*. 

Vergleicht man diese Formel mit den Formeln der Nr. 15, so 
erkennt man leicht die Richtigkeit der Relation 

AC = 4 (AQ' + AQ\), 

d. h. C halbirt die Entfernung zwischen den Projektionen Q\ und 
Q' der beiden Pole. 

20. Nachdem wir alles angegeben haben, was zur Konstruktion 
der Parallelkreise noth wendig erscheint, wenden wir ans nun zur 
Abbildung der Meridiane. 

Da jeder Meridian ein grösster Kreis ist, so findet man den 
Mittelpunkt seiner Abbildung nach der in Nr. 6 angegebenen Regel, 
wenn man von aus eine Gerade zieht, die zu seiner Ebene senk- 
recht steht und dieselbe bis zum Durchschnitt mit der Bildebene 
verlängert. Alle diese Geraden liegen aber in einer zum Aequator 
parallelen, also zur Achse Q x Q der Kugel rechtwinkligen Ebene; 
denn die Achsen aller Cylinder, welche den Kugeln längs der ein- 
zelnen Meridiane umschrieben sind, liegen in der Aequatorebene. 
Mithin liegen die Mittelpunkte der Kreise, welche Abbildungen der 
Meridiane sind, in der Schnittlinie der Bildebene mit einer durch 
O senkrecht zu Q t Q gelegten Ebene. Diese Ebene ist aber iden- 
tisch mit der Ebene des von uns in der vorigen Nummer erwähn- 
ten Parallelkreises von der Breite — r a, und also liegen die 
Mittelpunkte der Abbildungen der Meridiane auf der 
Geraden X 4 X (Hg. Yl). 

Die nähere Bestimmung dieser Mittelpunkte ergiebt sich aus 
dem Satze, dass diese Abbildungen die Abbildung Y'Y des ersten 
Meridianes in Q' (und Q\) unter Winkeln schneiden, die den Län- 
gen der Meridiane gleich sind; dieselben Winkel müssen also auch 
die Halbmesser dieser Abbildungen mit einer durch Q 4 parallel zu 

5* 



XX' gezogenen Geraden einschliessc«. Um daher diese Mittel- 
punkte zu finden, schlägt man ntn Q' mit beliebiger Oeffhung einen 
Kreis, theilt ihn ein, etwa von 10 zn 10 Grad, wie in unserer Fi- 
gur, nnd zieht die Radien nach den Theüp unkten, die man bis zum 
Durchschnitte mit X'X verlängert. Setzt man dann den Zirkel der 
Reihe nach in den einzelnen Schnittpunkten ein und öffnet bis Q' 
(oder C'i), so kann man die Kreise schlagen, welche die einzelneu 
Meridiane darstellen. 

In Flg. VI ist C der Mittelpunkt für den Kreis von der Länge 
90°; der mit 80 bezeichnete Punkt, links von C ist der Mittel- 
punkt für die Abbildung des Meridianes von 80° Länge etc. Auf 
der durch B' gehenden Abbildung des Aequators, die etwas stärker 
angegeben ist, sind die Längen 10°, 20", . . ., 90° verzeichnet. 
Die Mittelpunkte für die Abbildungen der Meridiane von mehr als 
90" Länge, deren Fortsetzung auf die linke Seite von Y'T fallen 
würde, dahin, wo sich unsere Brläuternngsfigur befindet, liegen 
rechts von C. 

Hiermit ist die Konstruktion des Netzes in Flg. ¥1 nach allen 
Seiten erklärt. Dasselbe repräseutirt die Hälfte der Halbkugel; die 
Begrenzung erfolgt durch einen Kreis vom Halbmesser 1a mit dem 
Mittelpunkte A, die Abbildung des grössieu Kugelkreises, der von 
um 90° absteht. 

V. Verschiedene Aufgaben. 

21. Gegeben sind zwei Punkte P' und N' der Karte; 
man soll die Abbildung des grössten Kreises konstrui- 
ren, der durch die entsprechende u Punkte P und N der 
Kugelfläche geht. 

Ist der Mittelpunkt A der Karte bekannt, so kann man leicht 
auf AP' einen Punkt i", und auf AN' einen Punkt N\ finden, 
welche auf dem gesnehten Kreise liegen. Diese Punkte sind näm- 
lich die Abbildungen der beiden Punkte P, und N t , welche auf 
der Kugel den Punkten P und N diametral gegenüber liegen. 

Aus der Bemerkung, dass der Winkel POP x nnd also auch 
der Winkel P'OP\ ein rechter ist, erhellt sofort, dass man nur 
<*, -. (flg. S6) in A eine Senkrechte 

"• AO t — 1a auf AP' nnd in 0, 

wieder eine Senkrechte auf P'O x 
zu errichten braucht, um P', zu 
finden; dieser Punkt ist nämlich 
der Schnittpunkt der letzten Senk- 
rechten mit der Verlängerung von 
P'A. Ebenso errichtet man in 
A auf AN' die Senkrechte A0 2 
= 1a und in 2 wieder eine 
Senkrechte auf N'O^ welche die 
Verlängerung von N'A in JV', 
schneidet. Die beiden Dreiecke 
P'O t P' 7 anäN'O t N', sind Nichts 
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weiter als die Dreiecke P'OP' t und N'ON' t , in die Zeichenebene 
niedergeklappt. 

Legt man jetzt durch drei von den vier Punkten P', P,', N' 
und N t ' einen Kreis, so geht derselbe anch durch den vierten 
Punkt und ist die Abbildung des grössten Eugelkreises , welcher 
durch die Punkte P und N geht 

Noch ist darauf aufmerksam zu machen , dass die Punkte S' 
und 7", in denen dieser Kreis den um A mit dem Halbmesser 1a 
beschriebenen (den Umfang der Karte) schneidet, in einer Geraden 
mit A liegen müssen. Diese Gerade ist nämlich die Abbildung 
eines grössten Kugelkreises , welcher durch zwei Paare diametral 
entgegengesetzter Punkte geht: durch A und nnd durch die 
Punkte S und 2\ in denen sich der durch P und N gelegte und 
der von A und überall nm 90° abstehende Kreis schneiden. 

22. Die Abbildung K' des Poles K eines grössten 
Kreises k zu bestimmen. Diese Aufgabe ist mit grSsster 
Leichtigkeit zu lösen, wenn man sich vorher von der Richtigkeit 
des folgenden Lehrsatzes überzeugt hat: 

Zieht man durch die Projektion K' des Poles K ei- 
nes grössten Kreises k zwei Gerade, so schneiden die- 
selben auf dem Umfangskreise und der Abbildung von k 
Bögen ab, deren Originale gleich lang sind. 

In der That, denkt man sich zwei grösste Kugelkreise k und l, 
so ist die Gerade, welche ihre Pole K nnd L verbindet, gegen die 
Ebenen beider Kreise gleich geneigt, und schneidet sie in gleichen 
Entfernungen vom Mittelpunkte; eine Ebene f*, die man um KL 
dreht, wird daher auf k und l gleiche Bögen abschneiden. Lässt 
man nnn l mit dem von um 90° abstehenden Kugelkreise, also 
L mit zusammenfallen, so bleibt das vorige auch richtig. Die 
bewegliche Ebene ji schneidet aber die Kugel in einem durch 
gebenden Kreise, dessen Projektion eine durch K' gehende Gerade 
ist. Zwei Lagen dieser Geraden schneiden sonach auf dem Um- 
fangskreise nnd auf k' Bögen ab, deren Originale gleich lang sind, 
wie unser Satz behauptet. 

Um nun die am Eingänge dieser Nummer angegebene Aufgabe 
zn losen, ziehe man zunächst den Durchmesser S'T' des Umfangs- 
kreises, welcher durch dessen beide 
Schnittpunkte mit k' geht, und errichte '* 18, 3 • 

darauf senkrecht den Durchmesser U'V 
(flg. 57). Diese beiden Durchmesser 
sind die Abbildungen grosster Kugel- 
kreise, die beide auf dem Umfangskreise 
senkrecht stehen und von denen der 
letztere auch auf k senkrecht steht, 
weil U'V nnd k' sich in W recht- 
winklig schneiden. Der Pol K' wird 
nun gefunden, indem man von W aus 
ein Stfick WK' auf U'V abträgt, so 
dass WK ein Viertelkreis ist. Hierzu 
dient der vorstehend bewiesene Satz. 
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Es ist, wie man leicht erkennt, 6" die Abbildung des Poles von 
UV; man ziehe daher die Gerade S'W, welche den Urafangskreis 
in X' schneidet, trage von X' aas den Bogen X'Y' gleich einem 
Viertelkreis ab und ziehe die Gerade S'Y", welche TJ'V in dem 
gesuchten Punkte K' schneidet. 

23. Den Horizont k eines durch seine Projektion f 
gegebenen Punktes K abzubilden. Weil in diesem Falle 
K der Pol von k ist, so hat man nur die in Nr. 22 und Flg. 37 
erlänterte Konstraktion umgekehrt auszuführen. 

24. Die kürzeste Entfernung zweier Punkte P and 
N zu rinden, deren Projektionen P' und N' gegeben sind. 
Man konstruire die Abbildung k' des irrössteu durch P und N ge- 
benden Kugelkreises k, sowie die Abbildung K' des Poles K dieses 
Kreises, verbinde dann K' mit P uud N' durch gerade Linien 
(vergl. Flg. 37), welche den Umfangskreis in P, und N t schneiden. 
Der Bogen P,N t hat dann so viel Grad als der Bogen PN, und 
da man die Vergrößerung des Umfangskreises kennt — bei unse- 
rer Lage der Bildebene ist dieser Kreis doppelt so gross als sein 
Original, — so ist damit auch die Länge des Bogens PN er- 
mittelt. 

25. Um auf einem grössten Kreise k von einem ge- 
gebenen Punkte Paus einen Bogen von bekannter Länge 
abzutragen, konstrnire man die Abbildung des Poles K von k 
(Flg. 37), ziehe K'P X dnreh P', trage P t N t entsprechend der ge- 
gebenen Lange auf dem Umfangskreise ab; dann schneidet N t K' 
den Kreis h' im Punkte N' uud das Bogenstüek P' N' ist die Ab- 
bildung des gesuchten Kreisbogens. 

26. Gegeben seien die Projektion k' eines grSssten 
Kugelkreises k und die Projektion P' eines Punktes P 
der Kagelfl&che; man soll die Projektion V des durch 
P gehenden Kugelkreises finden, der auf k senkrecht 
steht. Die Aufgabe wird gelost, indem man die Abbildung K' 
des Poles von k nnd dann diejenige des durch K und P gehenden 
Kugelkreises, welcher l ist, konstruirt. 

27. Die Abbildung eines grössten Kreises k zu kon- 
struiren, welcher durch einen gegebenen Punkt geht und 

mit d er Bildebene einen gegeb eneu 

3lfl - 38 ; Winkel 4< einschliesst. 

Liegt der Punkt vom Auge um 90° 
entfernt, seine Projektion also auf dem 
Umfangskreise, wie beispielsweise 7" in 
Flg. 38, so ziehe man den Durchmesser 
S'T' des Umfangskreises nnd den darauf 
senkrechten, auf welchem letzteren der 
Hittelpunkt C des gesuchten Kreises liegt. 
Da nun der Um fangs kreis und der ge- 
suchte Kreis den Winkel \b einschliessen, 
so müssen auch die Radien AT' und 
CT' denselben Winkel einschliessen. Da- 
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mit ist C bestimmt und man kann nun den Kreis durch S' und 
T* schlagen. 

Ist aber der Punkt in einer anderen Lage, ist z. B. P' seine 
Projektion, so nehme man T' willkürlich an und suche C wie vor- 
her. Alsdann aber schlage man um A einen Kreisbogen mit der 
Oeffnung AC und um P 4 einen andern mit der Oeffnung T*C\ 
beide schneiden sich im Punkte 2), welches der Mittelpunkt des 
durch P* zu legenden (in Fig. 38 strichpunktirten) Kreises ist. 

28. Den Neigungswinkel zweier grössten Kreise er- 
mittelt man, indem man die Abbildungen ihrer Pole konstruirt und 
die Entfernung dieser Pole misst. 

29. Gegeben sei die Projektion P 1 eines Punktes P; 
man soll die Projektionen des Meridianes und des Pa- 
rallelkreises finden, die durch ihn gehen. Man verbindet 
zunächst den Mittelpunkt A der Karte mit der Abbildung des Po- 
les Q\ and erhält dadurch die Linie F'F, auf welcher die Mittel- 
punkte der Parallelkreis-Abbildungen liegen (vergl. auf Tafel II, 
Hg. VI). Dann suche man auf die in Nr. 19 dieses Paragraphen 
angegebene Weise die Gerade X'X, auf welcher die Mittelpunkte 
für die Meridian- Bilder liegen. Zieht man dann P* Q\ halbirt 
diese Gerade und errichtet auf ihr im Halbiruugspunkte eine Senk- 
rechte, so schneidet diese die Linie X'X im Mittelpunkte des 
durch Q* und P' gehenden Meridian-Bildes, welches man nunmehr 
zeichnen kann. 

Errichtet man dann in P* auf dem Halbmesser des Meridian- 
Bildes eine Senkrechte, so ist diese ein Halbmesser des Parallel- 
kreisbildes (weil beide Bilder sich gleich den Originalen recht- 
winklig schneiden) und der Schnittpunkt mit Y'Y ist der Mittel- 
punkt. Es kann also jetzt auch der Parallelkreis abgebildet 
werden. 

VI. Vorzüge und Mängel der stereographischen Projektion. 

Historisches. 

30. Ist P ein Punkt der Kugelfläche, der vom Punkte A um 
einen Bogen AP absteht, dessen Länge in Bogenmaass \x ist, so 
ist dessen Projektion P von A um die Strecken 

AP* = 2a tan -£- 

entfernt. 

Es sei nun N ein dem Punkte P sehr nahe und auf dem 
grössten Kreise durch -4, P und gelegener Punkt der Kugel, die 
Grösse des Bogens AQ in Bogenmaass sei jix, ; dann ist 

.4<?' = 2a tan ^— 



Aus diesen Gleichungen ergiebt sich 



sin '-■ L 



P*Q' = 2a ( tan ~**J - tan %*) = 2a - — - 



2 2 / fi, u 

cos'- cos £ 



> 
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und da andererseits PQ = a (jut, — jut) ist, so ergiebt sich das 
Verhältniss zwischen Abbildung and Original 

• Mi "~ M 
P'Q' Sm 2 



PQ Mi — m Mi 

— s *— * cos ^ cos 



2 2 2 

Will man die Linearvergrö sserung x für die kleinsten 
Theile erhalten, so hat man in dieser Formel fn l = y, zu setzen; 
dann aber ist 



• Mi — M 
sm ^-^-^ — *- 

Mi — M 
2 

und man erhält daher die Formel 

1 






x 



cos 2 



M 



Da die stereographische Abbildung dem Originale in den klein- 
sten Theilchen ähnlich ist, so ist dieser Koefficient für alle Rich- 
tungen um den Punkt P herum gleich gross, während er bei der 
gnomonischen Abbildung nach der einen Richtung am grössten, 
nach der darauf senkrechten Richtung aber am kleinsten ist. 

Wie bei der gnomonischen Projektion ist auch bei der stereo- 
graphischen der Werth des Koefficienten x nur von der Entfernung 
des Punktes P vom Punkte A abhängig, dagegen unabhängig von 
der Richtung, nach welcher hin der grösste Kugelkreis durch A 
und P liegt. 

Auch bei der stereographischen Projektion wächst x, jemehr 
nytn sich von A entfernt, aber nicht in so starkem Maasse, wie 
bei der gnomonischen Projektion. Bei letzterer ist dieser Werth 
beispielsweise für die Winkel 

ji = 0° 30° 45° 60° 90° 

x = 1, 1,3333 2 4 oo, 

während bei der stereographischen Projektion für dieselben Winkel 
sich die Werthe ergeben 

k = 1 1,0718 1,1716 1,3333 2. 

Wie man sieht ist der Unterschied in den Werthen dieses 
Koefficienten für verschiedene Werthe von jot ein ziemlich beträcht- 
licher, wenn gleich nicht so gross wie bei der gnomonischen Pro- 
jektion; letzterer Umstand ist auch der Grund, warum man die 
stereographische Abbildung zur Noth noch über die Halbkugel 
hinaus ausdehnen darf, freilich mit beträchtlicher Vergrösserung 
der Linien am Rande. 

31. Die Flächenvergrösserung ist 



K« = 
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cos 4 4- 



32, Die Hauptvorzüge der stenographischen Projektion be- 
stehen 

a. in der Bequemlichkeit, mit welcher sich die Abbildungen 
der Meridiane und Parallelkreise herstellen lassen, welche gleich 
ihren Originalen Kreise sind, und 

b, in dem Umstände, dass die Abbildung dem Originale in 
den kleinsten Theilen ähnlich ist. 

Diesen Vorzügen stehen aber leider Mängel gegenüber, welche 
die Verwendbarkeit dieser Methode bedeutend beschränken. Sie 
findet hauptsächlich zur Darstellung von Planigloben Verwendung. 

Diese Mängel sind 

a. die starken Aenderungen in der Linear- und mehr noch 
in der Flächen vergrösserung , welche von den Verhältnissen der 
Linien und Flächen am Rande und in der Mitte der Karte ganz 
falsche Vorstellungen zu erwecken geeignet ist, und dann noch der 
Umstand, 

b. dass die stereographische — wie auch die gnomonische 
— Projektion die Erdoberfläche eigentlich von der Innenseite zeigt, 
daher auch beim Anblick des Kartennetzes nicht der Eindruck ent- 
steht, als sähe man eine erhabene Kugel, sondern als blicke man 
in eine Hohlkugel. Konsequent sollte man dann auch die Län- 
der etc. so in das Netz einzeichnen, wie sie, von der Innenseite 
der Kugel aus gesehen, liegen, also die östlicheren Punkte links, 
die westlichen rechts. Dies thut'man aber nicht, vielmehr zeich- 
net man den Osten rechts, den Westen links. Dieser Umstand 
giebt den Ansichten der Erde, die man nach der stereographischen 
Methode entwirft, ein eigenthümliches , unnatürliches Aussehen. 
Bei Abbildungen der Himmelskugel dagegen wirkt derselbe nicht 
störend. 

33. Die stereographische Projektion ist schon seit alter Zeit 
bekannt, bereits bei den Schriftstellern des klassischen Alterthums 
wird sie erwähnt. Der Neuplatoniker Synesius, welcher im 
Jahre 410 n. Chr. Bischof von Ptolemais wurde, nennt in seiner 
Schrift De dono astrolabii den berühmten Astronomen Hipparch 
(160 — 125 v. Chr.) als den Erfinder. Das älteste Werk aus dem 
Alterthume aber, welches diese Methode behandelt, ist das Plani- 
sphaerium ad Syrum des Ptolemäus, eine Schrift, von der wir 
freilich nicht mehr das griechische Original, sondern nur noch die 
arabische, mit dem Kommentar eines Gelehrten Namens Molsem 
versehene Uebersetzung besitzen, von welcher dann Rudolph 
Brughensis eine zum ersten Male am Schlüsse der Geographie 
des Ptolemäus (Rom 1507) abgedruckte lateinische Uebersetzung 
geliefert hat. Eine korrektere Uebersetzung nebst Kommentar gab 
Commandinus im Jahre 1558 in Venedig heraus. Bei Ptolemäus 
findet sich indessen der Satz, dass die Abbildung eines nicht durch 
das Auge gehenden Kreises stets wieder ein Kreis ist, noch nicht 
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in voller Allgemeinheit, sondern nnr für einzelne besondere Fälle 
bewiesen. Der Erste, welcher diesen Satz in vollständiger Allge- 
meinheit ausgesprochen hat, ist der mittelalterliche Mathematiker 
Jordan Nemo rar ius, welcher im dreizehnten Jahrhunderte lebte. 
Derselbe schrieb ein Werk de Planisphaerio , welches diese Pro- 
jektion behandelt und im sechszehnten Jahrhunderte zusamnieu mit 
dem oben erwähnten gleichnamigen Werke des Ptolemäus ver- 
öffentlicht worden ist. Jordan Nemorarius nimmt übrigens die 
Bildebene so, wie wir es vorstehend gethan haben, als Berührungs- 
ebene der Kugel an, während Ptolemäus dieselbe durch den Kugel- 
mittelpunkt legt. 

Nach dem Wiederaufbluben der Wissenschaften haben ins be- 
sondere die Jesuiten Clavius, Aguilonius (Francis d'Aguiilon), 
Tacquet und Deschales die stereographische Projektion mit 
grossem Fleisse behandelt. Von Aguilonius rührt auch der Name 
„stereographische" Projektiou, die sich zuerst in seiner Optik an- 
gewandt findet.*) 

Die wichtige Eigenschaft, dass die Abbildungen zweier Kugel- 
kreise sich unter demselbeu Winkel schneiden, wie diese selbst, 
ist weder von Ptolemäus, noch von Jordanns bemerkt worden. 
Delambre giebt im dritten Bande seines Traiti d } Astronomie an, 
dass er diese Eigenschalt zuerst in einem Werke von Robertston 
über Navigation gefunden habe, das 1754 erschienen. Indessen 
macht schon Ha Hey in einer im XVIII. Bande der Philosophical 
Tranmetion veröffentlichten Abhandlung (An easy demonstration 
of the analogy of logarithmic tangents to the Meridian line etc.) 
von diesem Satze Gebrauch, den er von Moivre mitgetheilt er- 
halten; er fügt indessen bei, dass bereits früher Höoke denselben 
der kgl. Societät vorgetragen habe. 

Die in Nr. 6 mitgetheilte Konstruktion für die Mittelpunkte 
der Kreise in der Abbildung endlich rührt von dem französischen 
Akademiker Michel Chasles her, der sie zuerst in den EUments 
de Giomitrie ä trois dimensions von Hachette im Jahre 1817 
veröffentlicht hat. 

Die Anwendung der stereographischen Projektion zur Konstruk- 
tion von Landkarten datirt aus dem Anfange des sechszehnten 
Jahrhunderts. Bei uns in Deutschland hat sie im vorigen Jahr- 
hunderte namentlich Haase in Leipzig in Aufnahme gebracht, 
der schon in seiner im Jahre 1717 gehaltenen Disputation Scia- 
graphia integri traetatus de construetione mapparum omnis 
generis darauf aufmerksam machte, dass seine stereographische 
Horizontal projektion die grösstmögliche Aehnlichkeit wahre. 

Der Bequemlichkeit ihrer Herstellung wegen wird die stereo- 
graphische Projektion viel zur Konstruktion von Planigloben ver- 



*) Aguilonii Opticorum libri sex. Paris 1613, fol. „Quare tametsi stereo- 
graphices nomine nwquam vocatum hoc projeetionis genus reperimus; quia ta- 
rnen nee alio guidein ullo solitum est appellari, placuit hoc nomen usurpare, 
guod nobis in vraesenti visum est ad rem ipsam quam maxime aecommodatum." 
(Praefatio.) Vergl. Chasles, Geschichte der Geometrie. Deutsch von Sohncke. 
Halle 1839. S. 604. 
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wandt. So findet sich z. B. die Horizontalprojektion für a = 50° 
sehr gewöhnlich znr Darstellung der beiden Hemisphären, welche 
das meiste Land oder Meer besitzen , benutzt. Einen eigentüm- 
lichen Gebrauch zur Darstellung der ganzen Erdoberfläche hat im 
Jahre 1833 J. W. Woolgar gemacht. Er projicirt nämlich die 
gauze Erdoberfläche anf die vier Seitenflächen eines der Erdkugel 
umschriebenen regulären Tetraeders, dessen Achse durch die bei- 
den Pole geht und dessen Grundfläche die Kugel im Südpole be- 
rührt. Die drei Seitenflächen berühren die Kugel in 19° 28' 16" 
nördl. Breite in drei Punkten, deren Längen um 120° differiren. 
Die Abbildung auf jeder Seitenfläche des Tetraeders erstreckt sich 
nicht über 70° 3f/ und die Linearvergrössemng wächst daher nur 
bis k = 1,5, nicht bis 2, wie es der Fall ist, wenn man die ganze 
Halbkugel auf einer Ebene abbildet. 



Anderweitige perspektivische Abbildungen. 
I. Allgemeine Sätze. 

1. Wir setzen jetzt voraus, die Bildebene s berühre die Kugel 
vom Halbmesser « im Punkte A, dessen geographische Breite a ist, 
das Auge aber liege anf der Verlängerung des durch A gehenden 
Kugeldurchmessers in einer Entfernung MO = d vom Mittelpunkte 
M. Dies ist allerdings nicht die allgemeinste Annahme, welche 
man machen kann, denn man könnte den Punkt auch ausserhalb 
dieses Durchmessers und seiner Verlängerung annehmen; da aber 
beim Kartenzeicbnen eine solche allgemeinere Annahme nicht Ver- 
wendung findet, so wollen wir sie hier auch nicht machen, zumal 
sie nur eine annütze Komplikation der Formeln nnd Konstruktionen 
herbeiführen würde. 

2. In Flg. 3i sei P der Punkt auf der Kugel, welcher von 
aas projicirt werden soll, I" 

sei seine Projektion anf die "» 39 - 

Ebene 6; Q ein Pol, dessen Ab- 
stand von A 90* — a beträgt, 
PQ das Komplement der Breite, 
also gleich 90° — f, endlich 
PQA die Länge A des Punktes 
P. Legen wir dann durch P, 
A und O einen grössten Kreis, 
so projicirt sich derselbe in eine 
gerade Linie, die mit der von 
A nach der Projektion Q' des 
Poles gehenden Gerade AX ei- 
nen Winkel XAP gleich dem 

Winkel QAP einscliliesst. Es ist dann ferner, wenn R den 
Fusspunkt der Senkrechten bedeutet, die man von P atif AO fäl- 
len kann, 



AP = 
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PR- OA OA-a sin PMA 



OR ~ OM+a cos PMA 

Der Winkel PMA wird aber gemessen durch den Bogen AP und 
es ist daher nach einem Fundamentalsatze der sphärischen Trigo- 
nometrie im Dreiecke APQ 

cos PMA = cos AP = cos QP cos QA -f- sin QP sin. (M. cos PQA 

oder 

cos PJIf4 = sin y sin a -}" cos 9 cos a cos X. 

Man hat demnach die Gleichung 

A ^ OA • q sin PMA 

O-Jf -f- q (sin y sin a -f- cos y cos a cos X) 

Fällt man nun von P 1 auf JJT die Senkrechte PN = y und 
bezeichnet AN mit #, so ist 

a? = AP • cos P4Q und y = ^fi* . sin PAQ. 

In der Formel für x tritt demnach, wenn man den obenste- 
henden Werth für AP 4 einsetzt, das Produkt sin PMA cos PAQ 
= sin AP cos P^Q als Faktor von OA • q auf. Es ist aber im 
sphärischen Dreiecke APQ 

cos PQ = cos AP cos ^4Q + sin AP • sin AQ cos PAQ y 
mithin 

^r> n jr\ COS -^0 — COS AP COS ^Q 

sm AP cos P^Q = : — -jfr — 

sin AQ 

sin y — cos AP sin a 

cos a 

Setzt man rechts statt cos AP den oben stehenden Werth ein: 

cos AP = sin y sin a -f- cos y cos a cos X, 

so ergiebt sich als Faktor von 0^ • a in der Formel für x nach 
einfacher Umformung 

sin AP cos P-^/Q = sin y cos a — cos y sin a cos X. 

Was ferner der Faktor von OA • a in der Formel für y an- 
langt, so ist derselbe 

sin PAQ • sin AP = sin PQA • sin PQ = sin X cos y. 

Setzt man nun noch MO = d und also OA = d -j- q, so ergeben 
sich die Formeln 

(d -f- a) q (sin y cos a — cos y sin a cos X) 

d + a (sin y sin a -f- cos y cos a cos X) ' 

* ' ' (d -}- q) a sin X co s y 

^ d -f- q (sin y sin a 4" cos y cos a cos X) 

Damit sind die beiden Koordinaten eines Punktes von der 
Breite y und der Länge X gefunden. 

Die Aufgabe gestaltet sich sehr einfach, wenn man den Punkt 
A in einen Pol verlegt. 
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II. Die Aequatorialprojektion. 

3. Für a = 90° geben die vorstehenden Gleichungen (1) die 
folgenden einfacheren Werthe von x und y 

(d -j- a) cos 9 cos X (rf-f-a)qsinX cosy 

(2) x — - - - rf --j- a g T~ ~ , y — d j^ a s . n 9 

Eliminirt man die Länge X aus diesen Gleichungen, so er- 
hält man 



x 



^ ^ — \ d + asiny y ' 



woraus ersichtlich, dass die Abbildung eines Parallelkrei- 
ses stets ein um A als Mittelpunkt beschriebener 
Kreis ist. 

Dagegen führt die Elimination der Breite </> aus den Gleich- 
ungen (2) zu der Gleichung 

1- = — tan <p: 
x 

also ist die Projektion jedes Meridianes eine durch A 
gehende Gerade und die Abbildungen der verschiede- 
nen Meridiane bilden mit einander dieselben Winkel, 
wie die Meridiane selbst. 

Beide Resultate sind geometrisch ohne Weiteres klar. 

Auf Taf. II giebt uns Fig. VII den vierten Theil der Abbildung 
einer Halbkugel. Um M als Mittelpunkt ist dem Halbmesser a ein 
Kreis beschrieben, der von A aus in gleiche Theile von je 10 Grad 
getheilt ist. Die Theilungspunkte (10 bis 90 in der Figur) sind 
mit dem auf der Verlängerung des Durchmessers A<^ t gelegenen 
Punkte verbunden und die Verbindungslinien bis zu ihren Durch- 
schnitten mit der in A an den Theil kreis gelegten Tangente, 
Durch diese Punkte gehen die Abbildungen der Parallelkreise. 
Ausserdem zeigt die Figur noch von 10 zu 10 Grad die geradlini- 
gen Abbildungen der Meridiane. Wie man sieht, wird der dem 
Punkte O abgewendete Theil der Kugelfläche abgebildet, und man 
hat dabei nicht nöthig, sich auf die Halbkugel einzuschränken. 

Das Gesetz, nach welchem in dieser Figur die Lage des Punk- 
tes O bestimmt worden ist, wird in einer besondern Abtheilung 
dieses Paragraphen weiter besprochen werden. 

III. Die Meridianprojektion. 

4. Wir nehmen jetzt den Punkt A auf dem Aequator an, 
setzen also a = 0. Die Abbildung des ersten Meridianes fällt 
dann mit der Achse der #, diejenige des Aequators mit der Achse 
der y zusammen und die Koordinaten der Abbildung eines Punktes 
von der Länge X und der Breite <P werdeu 

(d ~\- a) a sin <f (d-\-a) a sin X cos (f> 

d -f- d cos <f cos X ' y d 4- a cos </> cos X 

Man kann dieselben wie folgt konstruiren (vergl. Fig. 40). 
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3i9- W. Um den auf der z-Achse 

gelegenen Punkt M kon- 
struire man mit dem Halb- 
messer MA — a einen 
Kreis, der durch den Koor- 
dinate nan fang A geht. 
Auf demselben trage man 
den Bogen AS gleich der 
Lange X und nach der- 
selben Richtung den Bo- 
gen SN gleich der Breite 
f ab, fälle von N auf den 
Halbmesser MS die Senk- 
rechte NT nnd verbinde 
T mit dem auf der nega- 
tiven Seite der x-Achse 

in der Entfernung AO = d -\- a liegenden Punkte 0; die Gerade 

OT schneidet dann die y-Achse Im Punkte L nnd es ist AL = y. 

Denn man hat, wenn TU senkrecht anf MA, 

MT = a cos 9, TU = a cos <p sin X, MU = a cos <p cos k, 
U = d -f* a cos y cos X, 

also 



^L = 



^0- TU 



(d -\- a) a cos </> sin X 



= y. 



0(7 " d + a cos y cos X 

Zieht man ferner vom Punkte X ans parallel zu TN die Ge- 
rade LK bis znr Verlängerung von ON, so ist diese Strecke 
LK = x, nnd wenn man LP parallel zu OX nnd gleich LK 
macht, so ist P die Projektion eines Punktes von der Breite y 
nnd der Länge X, Denn es ist 

TN- OL _ OA- TN _ (d-\-a)a sin ff 
OT " """" " "" 



LÄ"= - 



C 7 d -|- o cos y cos X 

Behält man denselben Punkt S, also dieselbe Länge X bei, nimmt 
aber für die Breite <p — SN verschiedene Werthe, so kann man 
sich beliebig viele Punkte des Meridianes von der Länge X proji- 
ciren und durch Verbindung der gewonnenen Punkte die Projektion 
dieses Meridiane» selbst erhalten. 

Da in (3) der Werth von x sein Zeichen ändert, wenn die 
Breite <P negativ wird, so liegt die Abbildung eines Meridia- 
nes symmetrisch znr Achse OY oder znr Abbildung des' 
Aeqnators. 

Konstrnirt man sich auf diese Weise die Abbildungen ver- 
schiedener Meridiane und verbindet die in ihnen liegenden Punkte 
gleicher Breite, so erhält man auch die Abbildungen der Parallel- 
krcise. 

Da in (3) die Ordinate y ihr Vorzeichen ändert, wenn A ne- 
gativ wird, so liegt die Abbildung eines Parallelkreises 
symmetrisch zur Achse der x oder zur Abbildung dea ersten 
Meridianes. 



mx* 
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5. Als Gleichung der Abbildung eines Iferidianes er- 
giebt sich aus (3) durch Elimination von SP 

» ™ i /,» • ^T i (d 4- «) a* cos X sin vi* 

(4) *.*. + (d * _ a . cos *X) [y + j«i g . fl01 «X J 

tf « a» (ri* + a«) sin « X 

— d* — a* cos *X 

Nun drückt nach den Erörterungen des §. 3 die auf recht- 
winklige Koordinaten bezogene Gleichung 

+ n [y + ~f0 = * 

einen Kegelschnitt aus, dessen Hittelpunkt die Koordinaten 

x = und «= — -*-- 

* w 

hat, und zwar eine Ellipse, wenn w und n gleiche, eine Hyperbel, 

wenn sie entgegengesetzte Vorzeichen haben, dagegen eine Parabel, 

wenn n = fr ist. 

Sonach bedeutet auch Gleichung (4) einen Kegelschnitt, dessen 

Mittelpunktskoordinaten 

Cd 4- ä) a* cos X sin y 

x = und y — — [^ 5 ^r-~— 

* d* — a* cos *X 

sind, und zwar eine 

Ellipse, Hyperbel, Parabel, 

jenachdem 

d^> a cos X d <C o, cos X d = a cos X 
ist. 

Dagegen erhält man aus (3) durch Elimination von X die 
Gleichung der Abbildung eines Parallelkreises 

(5) f+ sin .,+ (*.-.. cos * 9) [. - VJ^gggf 

(d + «)* a 4 »in * 9 

rf* — a 2 cos *SP 

Diese Abbildung ist sonach ein Kegelschnitt, dessen Mittel- 
punkt die Koordinaten • 

(d-\- a) ad! sin SP * 

d* — a* cos »9 
hat, und zwar eine 

Ellipse, Hyperbel, Parabel, 

wenn 

d > a cos SP d <^a cos SP d = a cos SP 
ist. 

Sobald der Punkt ausserhalb der Kugel liegt, ist 
d^> a und also um so mehr d^> a cos X oder a cos SP , und mit- 
hin die Abbildung eines Meridianes oder Parallelkrei- 
ses stets eine Ellipse. 

Man erkennt dies auch geometrisch. Zieht man nämlich von 
aus Tangenten an die Kugel, so bilden dieselben die Mantel- 
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fläche eines geraden Kreiskegels; jede zu OM senkrechte Ebene 
wird von diesem Kegel in einem Kreise k geschnitten. Ist nun 
irgend ein Kugelkreis l zu projiciren, so liegen die Projektions- 
strahlen im Allgemeinen im Innern dieses Kegels, nnr einzelne 
können sich auf der Kegelfläche selbst befinden; folglich liegt die 
Projektion von l im Innern von k, ist also auf ein endliches Ge- 
biet beschränkt und daher eine Ellipse. 

6. Die Konstruktion der Abbildungen der Meridiane 
und Parallelkreise kann zwar anf Grund der aus den Gleich- 
ungen (4) und (5) zu entnehmenden Werthe für die Grösse der 
Achsen nnd die Lage des Mittelpunktes erfolgen; doch ist dies 
noch umständlicher als die Befolgung der in Nummer 4 gegebenen 
Regel. Einfacher gestallet sich die Konstruktion nach folgenden 
Regeln, wobei wir voraussetzen wollen, dass ausserhalb der 
Kugel liegt, die gesuchten Kurven also Ellipsen sind. 
Zunächst behandeln wir die Meridiane. 

Der erste Meridian wird durch die Koordinatenachse der X 
(Flg. 41) dargestellt, wie bereits erwähnt worden ist. 

Um den Meridian von 911° Länge zu projiciren, gebe man 
sich auf der x-Achse in der Entfernung AM = a vom Anfangs- 
5j ,. punkte der Koordinaten 

fl " den Punkt M an nnd 

schlage um denselben 
einen durch A gehenden 
Kreis. Dann ziehe man 
den Durchmesser BC, 
welcher parallel zur y- 
Achse geht, und verbinde 
B und C mit dem auf 
der x-Achse in der Ent- 
fernung MO = d von M 
gelegenen Projektions- 
centrum; die Verbin- 
dungslinien OB und OC 
schneiden die y-Achse 
in den Punkten B' und C, 
und wenn mau um A 
einen durch B' und C ge- 
henden Kreis beschreibt, 
so ist dieser die Projektion des Meridiane» von 90" Länge. Die 
auf der x-Achse gelegenen Punkte Q' und Q\ dieses Kreises sind 
die Abbildungen der beiden Pole. 

Wir wollen diesen Kreis im Folgenden kurz den „Unifangs- 
kreis" nennen. 

Soll endlich der Meridian von der Länge J. abgebildet 
werden, so trage man zunächst anf dem um M beschriebenen 
Kreise den Bogen AK = X ab und ziehe den Durchmesser KL. 
Die Projektionen K' und L' der beiden Endpunkte desselben be- 
stimmen die Endpunkte der auf der (/-Achse liegeuden Achse der 



— 81 — 

Meridian-Ellipse; der Halbirungspttnkt N von K'L' ist der Mittel- 
punkt dieser Ellipse. 

Da ferner die Meridiane sümmtlich durch die beiden Pole 
gehen, so müssen alle Meridianellipsen mit dem Umfangsk reise die 
Punkte Q' und Q\ gemein haben. Zieht mau daher NH senkrecht 
zur y-Achse, schlägt dann um N mit dem Halbmesser NK' = NL' 
einen Kreis, welcher die x-Achse in D schneidet, fällt auf NH von 
Q' aus die Senkrechte Q'E, die man so weit verlängert, bis sie 
die Verlängerung von ND in G schneidet, und macht schliesslich 
NH = NG, so ist H der eine Endpunkt der zweiten Achse, und 
man kann nun die Ellipse nach einer der in §. 4 angegebenen Me- 
thoden zeichnen. In Flg. 41 ist nnr der innerhalb des Umfaugs- 
kreises liegende Theil K'Q' ausgezogen, der andere, Q'HL' da- 
gegen blos pnnktirt. 

Man erkennt leicht, dass die hier zuletzt angegebene Kon- 
struktion von NH nichts weiter ist, als eine Umkehrnng des Ver- 
fahrens in Nr. 3 des §. 4. 

Von der Richtigkeit der ganzen Konstruktion überzeugt man 
sich aber bald, wenn man sieb die Kugel längs des Aequators 
durchschnitten und dann den Aeqnator in die Zeichenebene umge- 
klappt denkt; er wird hier durch den Kreis um Af repräsentirt. 

Denkt man sich dagegen die Kugel längs des ersten Meridianes 
durchschnitten und dann die Schnittfigur in die Zeichenebene um- 
geklappt, so ergiebt sich eine einfache Konstruktion für die Ab- 
bildung der Parallelkreise. 

Auf der y-Achse (Abbildung des Aequators) trage man (Hg. 42) 
AM=a ond AO=a\- d ab, schlage um M einen durch A gehenden 
Kreis, ziehe in demselben den zur z- Achse parallelen Durchmesser 
BC, projicire die Punkte B nnd C von aus und erhält so die 
Punkte B' und C auf der sc- Achse, welche den Durchmesser des 
Umfangskreises begren- ^ ^ 2 

zen. Dann trage man auf 
dem um M beschriebenen 
Kreise den Bogen AD 
gleich dergegebeneu Breite 
tp an, ziehe die Sehne DE 
parallel AY und projicire 
D nnd E von aus auf 
die x-Achse. Die Ent- 
fernung zwischen den bei- 
den Projektionen D' und 
E' ist die eine Achse der 
gesuchten Ellipse, welche 
den Parallelkreis von der 

Breite <f repräsentirt. 
Ausserdem geht diese El- 
lipse noch durch den Punkt G und H des Umfangskreises, für 
welche Bogen TG = T,if=<P ist. Analog wie oben kann man 
dann die andere Achse der Ellipse zeichnen, indem man CD' in 
N halbirt, NR parallel zur y-Achse zieht, um N einen durch D, 
Grctschcl, Karte u-Projcktion. 6 
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gebenden Bogen schlägt, welcher GH in J schneidet, NJ zieht 
und bis zum Durch Schnitts paukte L mit der von G ans auf NR 
gezogenen Senkrechten GK verlängert; macht man dann zuletzt 
noch NB = NR, — NL, so ist BB, die zweite Achse der Ellipse. In 
Flg. 42 ist das ausserhalb des Umfangskreises liegende Stück dieser 
Kurve nur pnuktirt angegeben. 

IV. Die Horizontfcl-Projektion. 
7. Da die Formeln (1) zu komplicirt sind, um aus ihnen be- 
queme Konstruktionen abzuleiten, so wendet man lieber einfache 
geometrische Betrachtungen an, um zu leichten Zeicliunugsmethoden 
für die Abbildungen der Parallelkreise oder Meridiane zu gelangen. 
In beistehender Flg. 43 ist die Art und Weise, wie man die 
Abbildung eines beliebigen Parallelk retses zeichnen 
kann, deutlich gemacht. Auf der einen Seite der y- Achse sind die 
Punkte M und angegeben, so dass MA — a und OM = d ist. 
Um M ist der Kreis mit dem Halbmesser MA = a beschrieben, 
welcher den ersten Meridian, in die Zeichenebene umgeklappt, dar- 
stellt. Die Abbildung dieses Meridianes fällt, wie wir schon wissen, 
auf die Achse der x, und es ist leicht beliebige Punkte dieses Me- 
ridianes zu projiciren. 

Tragt man den Bogen 
**■ ■"■ AQ = W — « ab, so sind 

Q und der diametral entge- 
gengesetzte Punkt Q t die bei- 
den Pole und die Schnitt- 
punkte der Geraden OQ und 
OQ, mit der x-Achse; die 
Punkte Q' und Q\, die Ab- 
bildungen der Pole. 

Macht man ferner QC 
= Ql) = 90° — (f, so sind 
C null D die beiden in der 
Kbene des ersten Meridianes 
liegenden Punkte des Pa- 
rallelkreises von der Breite 
9"'; ibre Projektionen C und 
I)' bestimmen auf der Achse 
der x die eine Achse der 
Ellipse, als welche sich der 
ganze Parallelkreis projicirt. 
Um zur Projektion eines 
beliebigen, der Lunge A. ent- 
sprechenden Punktes dieses 
Parallelk reises zu gelangen, 
denke man sich für einen Augenblick die Kugel und die Zeichen- 
ebene in ihrer richtigen Lage gegen einander. Von dem zu projici- 
renden Punkte P fälle man dann eine Senkrechte auf CD, deren 
Fusspuukt E sein möge, uud projiche E sowohl als P. Die 
Projektion E' von E fällt auf die x-Achse, die von P über, also 
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P', kommt so zu liegen, dass P*E § senkrecht auf der Ebene OE'A, 
also senkrecht auf OE' und AX steht. Sonach ist P'E' parallel 
zn PE und die Länge dieser Linie ist 

P'F* - PE ' 0E ' 

OE 

Diese Länge kann man aber durch eine Konstruktion in der 
Zeichenebene erhalten, indem man (Fig. 43) über CD einen Halb- 
kreis konstruirt, auf diesem den Bogen CP gleich der Länge X 
des abzubildenden Punktes abträgt, PE senkrecht auf CD zieht» 
dann EF = PE abträgt, mit F verbindet und soweit verlängert, 
bis diese Linie wie durch E' parallel mit CD gezogene Gerade in 
F 4 schneidet Dann ist 

jgrp^ EF-OE' 

OE 

und wenn man senkrecht zur #-Achse die Linien E'P* = E'P\ 
= E 4 F* errichtet, so sind P' und P' l die Projektionen der Punkte 
auf unserem Parallelkreise, welche die Länge ^ X haben. 

Konstruirt man auf diese Art eine hinlängliche Anzahl von 
Punkten, so kann man die elliptische Abbildung des Parallelkreises 
erhalten. 

Wenn man dann auf den Abbildungen der verschiedenen Pa- 
rallelkreise die Punkte gleicher Länge verbiudet, so erhält man die 
Abbildung des Meridianes von dieser Länge. 

Die Abbildung umfasst zunächst den Theil der Kugelfläche, 
welche den Punkt A umgiebt; wir sehen also, wie bei den vorher 
besprochenen speciellen Abbildungsarten, auf der Karte eigentlich 
die innere, konkave Seite der Kugelfläche. Uebrigens ist die Karte 
nicht beschränkt auf die Halbkugel, sondern sie kann einen grös- 
seren Theil der Kugelfläche umfassen, wie wir dies z. B. auf Taf. II 
Hg. Till sehen, welche weiter unten noch specieller besprochen wer- 
den wird. 

V. Konstruktion der Entfernung zweier Punkte. 

* 

8. Die kürzeste Entfernung eines Punktes P vom Mittelpunkte 
A der Karte wird durch die Gerade AP' dargestellt, welche A 
mit der Projektion P' des Punktes P verbindet. Um diese Ent- 
fernung in Gradmaass zu finden, errichte man in A auf AP 1 eine 
Senkrechte, trage auf ihr AM =a ab, schlage um M einen durch 
A gehenden Kreis, trage auf der Verlängerung von AM das Stück 
MO = d ab und ziehe die Gerade 0P\ welche den Kreis zunächst 
A im Punkte P schneidet. AP ist dann die gesuchte Grösse. 

9. Sind die Projektionen P 1 und N* zweier Punkte P und N 
der Kugelfläche gegeben, so genügt es, die wahre Länge der Sehne 
PN zu ermitteln, diese dann in dem Kreise vom Halbmesser a 'ab- 
zutragen, und der Bogen, welcher die Sehne umspannt, giebt die 
wahre Länge von PN an. Nun findet man aber, wenn man die Kon- 
struktion der vorigen Nummer für P und N ausführt, die Längen 

6* 
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OP* und 0N\ und wenn man mit ihnen und P'N' das Dreieck 
OP'N' konstruirt, auf der Seite OP* die gefundene Grösse OP und 
auf ON 4 die Länge ON abträgt, so ergiebt sich sofort die Länge 
der Sehne PN. 

VL Aenderung der Linien, Winkel und Flächen. 

10. Bezeichnet man die Entfernung eines Eugelpunktes P vom 
Punkte A in Bogenmaass mit jut, so fähren die Betrachtungen der 
Nr. 2 dieses Paragraphen zu der Formel 

jj» _ a(d + a) sin p 

d -f- a cos jut 

Ist P, ein Punkt, der mit A und P auf demselben grössten 
Kreise liegt, und ist Bogen AP X = \x l9 so hat man für die Pro- 
jektion P\ und P, die analoge Gleichung 

jj>< _ <* (rf + g) s ^ Mi 
1 d -f- a cos jLt t ' 

und aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich 

P'P = a (d + a) a 8in (fA| ~ M) + d (sin ^ f ~ 8iP M) ■ 

1 (d + a cos Mi) (^ ~H a cos v) 

Andererseits aber ist 

PP X =a{y. x — fi), 

und aus diesen beiden Gleichungen erhält man das Verhältniss für 
die Linearvergrösserung in Richtung des grössten Krei- 
ses durch A 

~ PP t > 

wenn man jm t — fi = setzt. Unter Berücksichtigung des Um- 
standes, dass für jm t — jx = 

sin (fi t — fi) _ 1 

Hl - r* 

sin (jut t — fi) cos ^ f r sin < ^ 1 r 

ft-M ~ j^zr^ = cos ^ 

2 

ist, erhält man so 
( 6 ) K » — (d-\-a) (a+d cos fi) 

(d -f- a cos jm)* 

11. Dieses lineare Vergrösserungsverhältniss ist unabhängig von 
der Lage des grössten Kreises AP und hängt nur von dem Werthe 
des Bogens AP = jut ab. 

Für jut = 0, d. h. für den Punkt A hat es den Werth 1 . 

Um zu sehen, wie x" sich mit wachsenden Werthen von fx 
ändert, wollen wir den Werth von x" für fx t mit x" bezeichnen 
und die Differenz x" — x" bilden. Man erhält für dieselbe den 
Werth 
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x" — x" = {d -£- a) (cos jut — cos jut t ) 

2a*d -|" Q>* (cos jut, -f" cos jut) — rf 3 -|- Q>*ä cos /ut cos jut, 

(d -\- a cos jut)* (rf -(- a cos jut,) 2 

Diese Gleichung dividiren wir mit jut, — jut und lassen nun die 
letztere Differenz in Null übergehen. Auf der rechten Seite tritt 
dann der Faktor 

sin ri , r sin - ri rt r 
cos jut — cos fjc , . 2 2 

Mi — M _ Mi — M 



auf, und hier geht 



sin M«^ 
2— ?— 



Mi — M 
in 1 über, wenn man jut, — jut = setzt. Man erhält so für 
jut, — jut, nachdem man noch rechts im Zähler und Nenner mit 
d -f- d cos jut dividirt hat, die Gleichung 

em\ hV — k" tJ . N . 2a* — d 2 4- ad cosu 

(7) — ={d -f-a) sin u 7-^— = — — * — c u, — ugrO. 

jut, — /ut ^ (a -f- a cos /ut) 3 ; ri *^ 

Gesetzt nun, jut, ist grösser als jut und gleichzeitig auch x',' grösser 
als x", so ist der Quotient 



X, — X 



positiv; ist aber x' t ' <[ x", während jut, s^> jut ist, so ist dieser 
Quotient negativ. Diese Bemerkung bleibt richtig, wie klein wir 
uns auch die Differenz jut, — jut denken mögen, sie gilt auch für 
den Grenzfall jut, — jut = 0. D.h. wenn der in (7) stehende 
Quotient positiv ist, so wächst«" mit jut, wenn derselbe 
aber negativ ist, so nimmt x" ab mit wachsendem jut. 

Ob aber dieser Quotient positiv oder negativ ist, das hängt 
nur von dem Zähler 2a 2 — d* -\- ud cos y ab. 

Wenn d < a V"2~(a • 1,41421 ...) ist, so wächst x" mit 
wachsendem jjl bis zu dem im zweiten Quadranten liegenden Werthe 
von jut, für welchen 

d* - 2a* 

* C0S ^= ad 

ist* erreicht hier seinen grössten Werth 



x" 



4a(d — a)' 

um von da an abzunehmen. 

Ist d = a ^2 = a • 1,41421 . . ., so wächst x" von jut = 
bis jut = 90°, erreicht hier den grössten Werth 

K" = t(V%+ \)= 1,20711 ... 
und .nimmt dann ab. 
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Liegt d zwischen a V"2 und 2a, so wäcTist n" von ]x == bis 
zu dem im ersten Quadranten liegenden Werthe von ju, für welchen 

d* — 2o* 

C08 ^ = ad 
ist und nimmt von da an ab. 

Ist d = 2 a, so nimmt k" von /x = an stetig ab, and das- 
selbe findet auch statt, wenn d^>2a ist. 

12. Wir wollen jetzt die Linearvergrösserung senk- 
recht zur Richtung AP' betrachten. Es seien P und Q zwei 
Nachbarpunkte eines auf AO senkrechten Kugelkreises, von welchem 
wir schon wissen, dass er sich in Form eines Kreises um A in 
der Projektion darstellt. Bedeuten dann P' und Q' die Projektio- 
nen von P und Q und wird der Bogen PQ in Bogenmaasse durch 
^ ! — X ausgedrückt, so hat man 

P'Q' — AP' (X t — X\ PQ = a sin jut (X t - X) 

und es ist also das Vergrösserungsverhältniss 

( 8) )t<= P'Q' = ' AP 1 = d + a 

PQ a sin fx d -f- a cos jut' 

eiirWerth, der mit wachsendem \x auch fortwährend wächst. 

13. Wenn man die Gleichungen (6) und (8) in der Form 
schreibt 

P'F, = (d + a)(a + d cos f,) . 

(d-\- a cos p) 2 * 

p<Q< — d + a . P Q 9 

so erhält man durch Division der letzteren durch die erstere 

P'Q' d + a cos /x Pg 

P'P' X ~ a + dcosjx ' PP t * 

Nun drückt aber der Bruch links vom Gleichheitszeichen die tri- 
gonometrische Tangente des Winkels \|/' aus, den die Richtung 
P\Q' mit AP' einschliesst und rechts bedeutet 

PQ 
PPt 

die Tangente des Winkels \J/ zwischen P X Q und dem Bogen AP. 
Sonach hat man 

ftw * i# d+acosu t 

(9) tan \I/ = — ^ *- • tan y. 

a-j-acos/n T 

Diese Gleichung giebt uns die Aenderung eines Winkels in 
der Proj ek tion an. 

Wenn d = a ist , also bei der stereographischen Projektion, 
so ergiebt sich tan v[/' = tan \|/, also auch \J/ = \|/, es findet 
demnach keine Aenderung der Winkel statt. 

Firr d = 0, bei der gnomonischen Projektion, ergiebt sich 
das schon bekannte Resultat 

tan \f/' = cos 9 • tan \f/ 
[vergl. §. 8, VI. Gl. (20)]. 
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14, Bei der Gleichung (9) erhebt sich die Frage, für welchen 
Werth von \|/ der Unterschied \f/' — \J/ seinen grössten Betrag er- 
hält, mit andern Worten, wo die Aenderung der Winkel am be- 
deutendsten wird. Bezeichnet man nun den Quotienten 

d-\-aco8jx 

a -f- d cos jut 

der Kurze halber mit k, so erhalten wir aus (9) die neue Glei- 
chuig 

, , t . . tan \{/ # — tan \I/ (k — I ) tan \k 

tan ( w — \l/i =? . — — = - — • 

VY >r7 t ^_ tan y tan ^ t _j_ k tan s^ 

Setzt man tan \|/ = y, so kommt es jetzt auf die Ermittelung des- 
jenigen Werthes von y an, für welchen der Ausdruck 

l+ky 2 

seinen grössten Werth erreicht Bezeichnet man aber in üblicher 
Weise mit z t den zu y l gehörigen Werth von 2, so ergiebt sich 

z x — z 1 — ky x y 

welcher Ausdruch in 

z t — z 1 — ky 2 

y% — y ~ (i -f- %*) 2 

übergeht, wenn man y x — y in Null übergehen lässt. Nun ist 
aber der rechts stehende Bruch positiv, mithin #, ^>£, z wächst 

also, so lange y von Null bis y 2 = -=- wächst; für diesen Werth 

K 

erreicht z seinen grössten Werth; für grössere Werthe von y tritt 
eine Abnahme von z ein, weil hier 1 — ky 2 negativ wird. Es 
giebt sonach zwei Werthe von \}>, die sich aus der Gleichung 

tan »* = -i- 

ergeben, für welche \J/ — \}> seinen grössten Werth er- 
reicht; die zugehörigen Werthe von \J/ und \|/' folgen aus Glei- 
chung (9). Diese Werthe von \}/ und v|/ sind, wenn man für k 
seinen Werth einsetzt, durch die Gleichungen bestimmt 

(10) tan * = ± l/5+£~y*;t« *< = ± lA+£Ä. 
v ' t j- ^ d-|"^cos/jt T r a+acos/ut 

Man sieht* dass die beiden Werthe von \}/ sich nur durch das 
Vorzeichen unterscheiden, dass also der Winkel der beiden Rich- 
tungen, für welche \[/' — \f/ am grössten ist, von dem grössten 
Kreise AP halbirt wird. In gleicher Weise wird der Winkel 
der Projektionen dieser beiden Richtungen von der Geraden AP' 
halbirt. 

Dm diese beiden Richtungen auf der- Karte zu konstruiren 
trage man auf der Verlängerung von AP' die Strecke P*K = a 
-j- d cos jx und nach gleicher Richtung die Strecke ÄTZ* =d+a cos jm 



3ifl. 44. aD ) schlage über P'L als Durchmesser ei- 

nen Kreis und errichte in K auf AK eine 
Senkrechte, welche den Kreis in F und F" 
schneidet. Dann jSind P'F and P'F die 
beiden Richtungen. Denn, wenn ^_ KP'F 
== ^_ KFL = w' gesetzt wird, so ist 
KF — P'K taD w' and KL = KF- Un w' 

= P'-fiT • tan 8 w', 
mithin 

(11) tann»' = l/-=j== 1/ — !-j— r - 

15. Wir sehen ans diesen Untersuch- 
ungen, dass die Winkel in der Projektion 
im Allgemeinen von denen auf der Kugel- 
obertiäche verschieden sind. Es lässt sich 
aber zeigen, dass es zu jeder durch einen Punkt P gehen- 
den Richtung t^ eine bestimmte, ihr konjugirte Richtung 
v giebt, welche die Eigenschaft besitzt, dass der Rieh - 
tnngsunterschied ty — u in der Projektion nicht geän- 
dert wird. 

Gesetzt v^ und u sind die Winkel, welche zwei Liuienelemente 
auf der Kugel mit dem grössten Kreise AP bilden, V' und u' sind 
die Winkel, welche die Projektionen dieser Linienelemente mit .4P' 
bilden, so soll die Gleichung 

V — v = V — V 
oder 

if> — V' = u — v' 
bestehen, statt deren man auch 

. tan ty — tan ty' tan v — ta n v' 



schreiben kann. Setzt man dann statt der Gleichung (9) 
kürzungsweise 

tan V* = * tan V, 
so ist analog 

tan v' — k tan u, 


ab- 


und wenn man diese Werthe in (12) einsetzt und beiderseits 
1 — 4 dividirt, so erhält man 


mit 


tan V tan u 




1 + 4 tan 2 V ' 1 + 4 tan *i> 




Bringt man in dieser Gleichung die Nenner weg, so kann man 
die Form geben 


ihr 


tau V — tan u 
— r — — - = (tau V — tan u) tau V tan v, 




und weun man den Faktor tan V — tan u beiderseits streicht 
ergiebt sich 


so 


(13) U,f U , „= ! = ° + <*<™M 

4 d -\- a cos }i 





welche Gleichung die Richtigkeit unserer obigen Behauptung be- 
stätigt. Statt (13) kann man zufolge (9) auch schreiben 

(14) tan ftuVats d "f" % C ° 8 H • 

a -\- d cos fx 

Ans diesen Relationen erhellt, daas jede der Richtungen, 
in denen die Winkeländerung ihren grössten Werth er- 
reicht [Formel (10)}, sich selbt konjugirt ist. 

Mit Berücksichtigung der Gleichung (1 1) kann man der vorigen 
Formel anch die Gestalt geben 

tan V tan v' = tau a w', 
and an deren Stelle kann man, wie eine einfache gonio metrische 
Rechnung lehrt, schreiben 

«inj»' +_£) _ sin (u' + wQ 
sin (»' - V'j sin iü' - co') 

Ist nun in Hg. 45 AP' die Verbindungslinie des Punktes P' 
mit dem Mittelpunkte Ä der Karte, sind ferner P'C and P'D die 
zwei Richtungen, in denen die Winkeländerung V' — V* ihren 
grössten Werth erreicht, also Winkel CP'A = Winkel AP'D = w', 
sind endlich P'E und i"f irgend ein Paar konjugirte Richtungen 
und bezeichnen wir dabei mit 0, <*;. .« 

D, £ und F die vier Punkte, in ** 

denen die vier zuletzt genannten 
Richtungen eine beliebige Gerade 
schneiden , so kann man (analog 
S. 20) statt der letzten Gleichung 
oben auch setzen 

A CP'E _ A CP'F 

AEP'D ~ ADP'F' 

nnd da alle diese Dreiecke die 

Spitze 1" gemein haben, so kann 

man dafür wieder 

CE _ CF EC_ ED_ 

ED ~ DF ° er CF ~~ DF 
setzen. D. h. die zwischen zwei konjagirten Richtungen 
liegende Strecke EF einer beliebigen Geraden g wird 
von den beiden Richtungen grösster Winkeländerung 
in C and D harmonisch getheilt. 

Geht die beliebige Gerade g parallel zn einer der beiden 
Richtungen grösster Winkeländerung, z. B. zu P'C, so fällt der be- 
treffende Schnittpunkt C in unendliche Ferne; es ist dann 
EC __ 
CF 
mitbin ED = DF, d. h. die zwischen zwei konjugirten 
Richtungen liegende Strecke einer Geraden, welche zn 
der einen Richtung grösster Winkeländer nng parallel 
geht, wird von der andern dieser Richtungen halbirt. 
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Wie man mit Benutzung dieser Eigenschaft zu einer gegebenen 
Richtung auf der Karte die ihr konjugirte konstruiren kann, bedarf 
keiner £ eiteren Auseinandersetzung. 

16. Wir wenden uns schliesslich noch zur Besprechung der 
Linearveränderung in einer beliebigen Richtung. Es 
sei PQ ein Linienelement, welches mit AP den Winkel V e * n - 
schliesst, QP t sei von Q aus senkrecht auf AP gefällt; dann ist 

PQ = PP t sec V- 

Sind dann P', Q 4 } P[ die Projektionen von P, Q, P u so hat 
man entsprechend 

P' Q' — P*P\ secV 

und sonach ist die Linearveränderung 

P'Q 1 _ _ P'P\ secV 

PQ ~ * — PP X # sec ip' 

Mit Berücksichtigung von Nr. 10 geht diese Formel über in 

05) x = x" T -f 

. sec y 

Es ist nun 

/«*\ s«* 5 ^' 1 /l + &* tan *V ir — n 

(16) i5? a K l + tan'/ = Vi + (*»-!) »in »V, 
wo & wieder zur Abkürzung für 

d-f-a cosjut 

a-J-dcosjut 

geschrieben ist. Da aber sin *V zwischen und 1 liegt, so liegt 
der Bruch in Gleichung (16) zwischen den beiden Grenzen 

für V = .-. . . Vl=l 
„ tp = 90° . . . . Vi -f. (fc* — 1) = k 

und sonach sind die extremen Werthe von x 

für ip = . . . . x = x" 

„ xp = 90° . . . . x = K u k = x'. 

In den beiden Richtungen -4P und senkrecht darauf 
ist also die Linearveränderung am grössten und am 
kleinsten, und zwar tritt das Maximum in AP oder in der senk- 
rechten Richtung ein, je nachdem k kleiner oder grösser als die 
Einheit ist. 

17. Endlich haben wir noch die Flächenvergrösserung 
zu besprechen. Nehmen wir eine Eugelzone von der verschwin- 
dend kleinen Breite PP t in der Entfernung AP = jut von A an, 
so ist deren Fläche 

2 a sin jx • ic • PP t 

und die Fläche ihrer Projektion ist 

2 AP' . * • P'F X . 
Sonach hat man für die Flächenvergrösserung den Ausdruck 

_ P*P\ AP* _ „ , 
PP t a sin u 
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oder mit Berücksichtigung der Gleichung (6) und (8) 

ri7 x M _ (d + «)» (a -f- d cos fx) 

K J (d + acosix)* 

Nennt man weiter v t den zu jut t gehörigen Werth, berechnet 
v, — v und dividirt mit \x t — jut, setzt dann jm t — fi = 0, so er- 
hält man schliesslich 

v, — v (d -4- a)* sin u ,_ , j- i « •* 

— = -7T"i — £-(2 ad cos u — d* + 3a*). 

Fi — fi (» + a cos jut) 1 ^ ' 

Man sieht hieraus, dass v wächst, so lange 

C08 ^> 2ad 

ist, dass für 

d* — 3a a 
C08/i = ____ 

der Maximalwerth von v, nämlich 

f*Q\ Ad * 

(18) v = 



27a(d — a)* 

erreicht wird, und dass von da an eine Abnahme des Werth es von 
v stattfindet. 

Wenn d = a ^3 = a • 1,7320 . . . ist, so tritt der Maximal- 
werth für jjl = 90° ein; die Flächen vergrösserung wächst dann 
während des ganzen ersten Quadranten von v = 1 bis v = 1,0516. 

VII. Die Wahl des Projektionscentrums 0. 

1 8. Wir haben schon gesehen, wie wesentlich die Eigenschaften 
der Projektion abhängig sind von der Wahl des Projektionscen- 
trums 0. Ausser den beiden Annahmen, dass im Centrum liegt 
(gnomonische Projektion) oder dass es auf der Kugeloberfläche 
selbst liegt (stereographische Projektion), sind besonders die fol- 
genden noch erwähnenswerth. 

Der französische Mathematiker De la Hire*) (1640 — 1718) 
hat den Vorschlag gemacht, den Punkt so zu wählen, dass der 
Halbirungspunkt C eines Bogens AB von 90° sich als Halbirungs- 
punkt der Projektion AB 4 des letzteren darstellt. Da nun all- 
gemein 

jp# _ a(d + a) sin p 
d -\- a cos jx ' 
ist, so ergiebt sich für fx = 90° 

AI? = a (< * + a) 

d 

und für ja — 45° wegen cos 45° = sin 45° = 4 ^ 

AC = a (rf + a) y l ■ 
2d + aV"2 

*) Histoire de VAcademie des «c, mnie MDCCl ante les mim. des math* 
et pkys. Paris 1704. Construction d'un nouvel tutrolabe, 3 die» 1101. 
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Setzt man nun AB 4 = 2AC, so giebt dies für d den Werth 
(19) d — a(\ +| VjT) = a- 1,70711 ... 

Auf Taf. II in Fig. VII ist der Punkt auf diese Weise ge- 
wählt. Um ihn durch Konstruktion zu erhalten, ist der Halbmesser 
MB senkrecht zu AM gezogen und in D halbirt worden ; die Ver- 
bindungslinie des Punktes M mit dem Halbirungspunkte C des 
Viertelkreises AB bestimmt dann auf der Verlängerung von AM 
den Punkt 0. 

Aus der in genannter Figur dargestellten Aequatorial-Projek- 
tion ist schon ersichtlich, dass parallele Kugelkreise, welche A als 
Pol und gleich grosse sphärische Abstände besitzen, sich in der 
Projektion als um A koncentrische Kreise mit nahezu gleichen 
Abständen darstellen. Auch ergiebt sich mit Benutzung der Unter- 
suchungen in Nr. 10 und 11 dieses Paragraphen, dass das Ver- 
grösserungsverhältniss x" von dem Werthe x" = t , den es für 
jut = besitzt zunimmt bis 

2 y% — 1 

cos u = -_>— 

^ V2 + 2 

ist, d. h. bis y = 57° 42', wo es den Maximalwert» 

d* 

4a {d — a) 

erreicht; bei y =90° ist x" = 0,929. Die La Hire'sche Pro- 
jektion hat also den Vorzug, dass in der Richtung vom 
Mittelpunkte der Karte aus nach dem Umfange die li- 
neare Vergrösserung immer nahezu denselben Werth 
behält; bei der Meridianprojektion wird also der erste Meridian 
durch die Parallelkreise, der Aequator durch die Meridiane in 
nahezu gleiche Theile getheilt, 

19. Bald nachdem De la Hire seine Projektiosmethode der 
französischen Akademie vorgetragen hatte, versuchte sein Zeitgenosse 
und Landsmann Parent (1666 — 1716) die Bestimmung des Pro- 
jektionscentmms in anderer Weise. *) Der Gedanke, der ihn dabei 
leitete, war im wesentlichen folgender: 

Wenn d zwischen a v 2 und 2a liegt, so nimmt, während jut 
von 0° bis 90° wächst, das Vergrösserungsverhältniss x" anfangs 
zu und dann wieder ab. Die Summe der absoluten Werthe dieser 
Aendernngen von x", d. h. der doppelte Maximalwerth weniger der 
Summe des ersten und letzten Werthes von x" (für jx =. 0° und 
jx = 90°) kann man als die Gesammtänderung von x" bezeichnen 
und nun so zu bestimmen versuchen, dass der Werth dieser Ge- 
sammtänderung möglichst klein wird. 

Versuchen wir nun den angegebenen Gedanken auszuführen, so 
haben wir zunächst den Maximalwerth 

d* 

4a (d — a) 



*) Histoire de PAcad. des sciences, annSe MDCCII. Paris 1704. — Essai» 
et Recherche* de mathematiques et physique de Parent. Paris 1713, IL Vol. 
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und für /x = den Werth k" = 1, für fx = 90° aber den Werth 

die anfängliche Zunahme von k" ist 

4a(d-a) ' 
die dann eintretende Abnahme 

d* (d -\- a) a 



Aa (d — a) d % 

und also die Gesammtänderung 

{M) ' 2a (d - a) ~" ~~^ U 

Da aber Parent die Zeichenebene durch den Mittelpunkt der 
Kugel, also in die Entfernung d vom Punkte legt, während sie bei 
uns in der Entfernung d + a liegt, so erhält man den Parent' sehen 
Werth der Gesammtänderung, welcher w heissen möge, indem man 
den vorstehenden mit d multiplicirt and mit d + a dividirt. Es 
ist demnach 

d 9 a d 

2a (d* — a*) d d + a 

Um bequemer rechnen zu können, setzen wir d = az und er- 
halten dann 

_ z* [ z_ 

a — 2(z* — 1) z 0+1 ' 

Bilden wir uns den entsprechenden Ausdruck w, für z l} zie- 
hen dann cu von co t ab und dividiren w, — w mit £ t — z, setzen 
endlich noch z x — z = 0, so kommen wir zu der Formel 

w t — w _ z* — 3 s 4 + 4 z* — 6 g» + 2 
z x — z ~ 2(z* — l)** 1 

Setzt man in dem Zähler der rechten Seite dieser Gleichung, 

(21) z* - 3 z* + 4 0« — 6 *» + 2 = Z, 

für 2! den Werth 1,5 ein, so ergiebt sich 

Z — — 1,797, 

und das negative Zeichen dieses Werthes sagt uns, dass für z x ^> z 
umgekehrt vo t <[ w ist, d. h. , dass mit wachsendem z die Grösse 
o) abnimmt. 

Setzt man dagegen z = 1 ,6, so ergiebt sich 

Z= + 0,141, 
und man erkennt an dem Plus-Zeichen, dass w hier im Wachsen 
begriffen ist. Zwischen z= 1,5 und z = 1,6 muss es also einen 
Werth von z geben, für welchen das bisherige Abnehmen von cu in ein 
Zunehmen übergeht, dem also der kleinste Werth von w entspricht; 
und wir erhalten diesen Werth, wenn wir Z = setzen. 
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Da für z = 1,59 der Werth von Z = — 0,105 negativ ist, so 
ist hier w noch im Abnehmen begriffen und der gesuchte Werth 
liegt also zwischen z = 1,59 und z = 1,6. Für z = 1,594 erhält 
man Z = -\- 0.001 und man kann also 1,594 als den gesuchten 
Werth von z betrachten. Sonach ist 

d — a • 1,594. 

Parent nimmt statt dessen 2=1,595 an, wofür £ = 0,0157 
ist; man kann dies als hinlänglich genau für die Praxis betrachten. 

Das ganze Verfahren Parent's hat indessen etwas Willkürliches, 
insofern der gesuchte Werth von d abhängig ist von der Wahl 
der Projektionsebene. Nehmen wir dieselbe so, wie gewöhnlich in 
diesem Werke, nämlich als Tangentialebene der Kugel an, so müs- 
sen wir für w den mit (20) bezeichneten Werth nehmen, und wenn 
wir denselben auf die oben beschriebene Weise behandeln, so ha- 
ben wir schliesslich den Werth von #, welcher dem Minimum von 
co entspricht, aus der Gleichung 

(22) z % — 2 s 4 -f 2 z* — 6 z + 4 = 

zu ermitteln. Nun ergiebt sich aber für z = 1,604 der Werth 
der linken Seite dieser Gleichung gleich -f- 0,008 ; man kann 
daher 

d = a- 1,604 

als denjenigen Werth ansehen, der den Ausdruck (20) zu einem 
Hinimum macht. Das Maximum, welches x" erreicht, i&t 

k" = 1,0607, 

der zu jut = 90° gehörige Werth dagegen x" = 1,0125. 

20. Man könnte auch versuchen O so zu bestimmen, dass die 
beiden äussersten Werthe von x", nämlich 

für fx = . . . x" = 1 



(d -J- a) a 



und für jx = 90° . . . x" = 
gleich gross werden; man erhält dann 

<* = -f- (» + y 5) = a- 1,618.' 

Das zugehörige Maximum von k" ist 

£-+ i V"5 = 1,059. 

Dass bei der Annahme d — a ^2 die Werthe von x" von jm 
= bis \k = 90° stetig zunehmen, bei der Annahme d = 2a 
aber stetig abnehmen, ist schon oben erwähnt worden. 

Parent hat ausserdem noch d so zu wählen versucht, dass der 
Maximalwerth von x" möglichst klein ausfällt. Diese Bestimmung 
ist aber wieder von der Lage der Projektionsebene abhängig. 
Nimmt man dieselbe so an, wie wir es gewöhnlich thun, so wird 
erwähnter Werth 

>. d * 

4 a (d — a) 
und wenn man kleinere Werthe von d als a ausschliesst, so findet 
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man, dass jt" am kleinsten, nämlich = t wird für d = 2 a. Geht 
aber, wie Parent annimmt, die Zeichenebene durch den Kugel- 
mittelpunkt, so ist 

„_ d* 

* ~~ 4a(d*-a*) 
und der Minimalwerth für diesen Ausdruck liegt bei 

d = a VT= a • 1,7320 . . ., 

wie man leicht findet, wenn man den zu d % gehörigen Werth x" 
berechnet, dann die Differenz h',' — x" ermittelt, sie mit d x — *d 
dividirt und den Werth des erhaltenen Quotienten = setzt 

Noch ein anderes Verfahren zur Bestimmung von wurde im 
Jahre 1825 von John Lowry in London vorgeschlagen« Er pro- 
jicirte den von A ausgehenden Ereisquadranten auf eine durch den 
Mittelpunkt M der Kugel gehende Ebene, so dass die Projektion 
ein Halbmesser wurde. Dann bestimmte er für jeden der Punkte 
P,, P s , P 8 , . . ., welche den Bögen AP t = 5°, AP % = 10°, 
-4P 8 = 15°, ... entsprechen, ein Projektionscentrum, so dass die 
Projektionen von P 15 P 4 , P 8 , ... den Halbmesser in 18 gleiche 
Theile theilten. Aus den so ermittelten 17 verschiedenen Werthen 
von MO = d nahm er dann das arithmetische Mittel und erhielt 
so d = 1,69. Dieser Werth stimmt so genau mit dem von De la 
Hire angegebenen überein, dass man beide füglich mit einander 
vertauschen kann; nur bei grossem Massstabe der Karte weichen 
beide Projektionen merkbar von einander ab« 

20. Die bisher besprochenen Methoden zur Bestimmung des 
Punktes berücksichtigen nur die Linearveränderung; man kann 
aber auch die Flächenvergrösserung in Betracht ziehen. Dies hat 
schon Parent gethan, und zwar hat derselbe die Flächenvergrösse- 
rung in ganz gleicher Weise behandelt, wie die Linearvergrösserung. 

Ist nämlich d ^> a ^3, so wächst v von dem Werthe v , welcher 
joi — entspricht, bis zum Maximal werthe v t und nimmt dann ab 
bis zum Werthe v 4 , welcher jut = 90° entspricht. Die Gesammt- 
änderung des v im ersten Quadranten ist also , 

« = v, — v -f- Vj — v 2 = 2v t — (v + v a ). 

Parent wählt nun d so, dass diese Gesammtäriderung ihren 
kleinsten Werth erreicht. 

Setzen wir für v , v t , v a die Werthe, welche sich aus den 
Formeln der Nr. 17 ergeben, so erhalten wir für co den Ausdruck 

x 27 a (d— a) a d* 

Da aber Parent seine Projektionsebene durch den Mittelpunkt 
der Kugel legt, so muss man, um zu den Parent'schen Formeln zu 
gelangen, vorstehenden Ausdruck mit d 2 multipliciren und mit 
{d 4~ «)* dividiren. Auf diese Weise ergiebt sich 

8 d 5 d % a^ 

W ~ ~iT ' a (d» - a*)*~ id + a)* " T' 

oder, wenn man d = az setzt 
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(<>a\ — JL z * ?!_ L 

Bezeichnet man mit w, denjenigen Werth, welcher z t ent- 
spricht, so ergiebt sich in bekannter Weise für z x — z = 

w t — » _ 8s* — 121s g + 1623 5 — 81s 4 + 54s 8 — 81g* + 27 

s t — s — 27 z* (z* — 1) Ä 

Für s = 2 hat der Zähler 

(25) 83* — 12ls« + 162s ft — 81s*+54s 3 — 81s a +27 

den Werth — 1677, co ist also hier noch im Abnehmen begriffen. 
Bestimmt rnan nun durch Probiren den Werth von s, welcher die 
Formel (25) auf Nnll bringt* so findet man 

2 = 2,105 . . oder d = 2,105 • . • a. 

Dieser Werth entspricht also der kleinsten Gesammtänderung 
der Fläche in dem oben angegebenen Sinne. 

Es gilt auch von dieser Bestimmung des Werthes von d die- 
selbe Bemerkung, die schon oben am Schlüsse der Nr. 19 rück- 
sichtlich des Parent'schen Verfahrens zur Bestimmung von d mit- 
telst der Gesammtänderung der Längen vergrösser ung gemacht wurde ; 
sie ist abhängig von der Lage der Zeichenebene. Benutzt man zur 
Bestimmung von d den Ausdruck (23), wie es der in diesem Buche 
gebräuchlichen Annahme der Bildebene entspricht, so hat man den 
Werth von z aus der Gleichung 

8s T — 24 s« + 27s 5 + 27 s* — 162s 8 + 64s 2 + 135s — 81 =0 

zu ermitteln und erhält dann 

z = 2, 154 oder d = 2, 154 . . a, 

was nicht unerheblich von dem Parent'schen Werthe abweicht. 

21. Wir müssen noch der perspektivischen Projektion 
von ungefähr $ der Kugeloberfläche gedenken, welche der 
Oberst Henry James, Chef des Britischen Vermessungswesens, 
im Jahre 1857 angegeben hat.*) In einem an den Präsidenten der 
geographischen Gesellschaft in London gerichteten Schreiben vom 
6. März genannten Jahres spricht er sich selbst über diese Ent- 
wurfsart folgendermaassen aus: 

„Indem ich die von Sir John Her seh el in seinen Umrissen der 
Astronomie und von Sir Charles Lyell in dessen Grundzügen der 
Geologie aufgestellte interessante Thatsache, dass der Central paukt 
der Halbkugel, welche die grösste Masse Landes umfasst, nahezu 
auf London oder genauer auf Falmouth, unsern westlichsten Ausgangs- 
hafen für den Verkehr mit allen Theilen der bewohnbaren Erde 
falle, auf einem Globus prüfte, kam mir der Gedanke, zu unter- 
suchen, wohin der Centralpunkt des Theiles der Erde, welcher das 
ganze Kontinent von Asien, Europa, Afrika und Amerika umfasst, 
fallen würde, und fand denselben im Wendekreise des Krebses 



*) Proceedings of the Royal Geogr. Soc. of London. 18dl, Vol. I. pag 42L 
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(23° 30' n. Br.) und unter t5° ö. L. von Greenwich, in der Nähe 
von Rhat (Ghat) in Afrika, etwa 700 Meilen von Tripoli. 

„Der Theil der Erdfläche, welcher von diesem Mittelpunkt aus 
die vier genannten Hanptgebiete der Erde umspannt, bildet sehr 
nahezu zwei Drittheile der Erdoberfläche, und ich fand, dass beim 
Entwarf dieses Theiles der Sphäre auf eine Ebene, welche dem 
grössten Kreise, dessen Pol der genannte Mittelpunkt bildet, pa- 
rallel ist, und von einem in der Verlängerung der Achse dieses 
grössten Kreises um die Hälfte des Radius der Kugel entfernten 
Punkte aus in der That das ganze Kontinent der vier Welttheile in 
einer genau geometrischen Projektion dargestellt werden könne. 

„Wie ich glaube werden hiermit zum ersten Male zwei Dritt- 
theile der Kugel auf Einen Blick dem Auge dargeboten. Wie in 
allen andern Projektionen eines beträchtlichen Theiles der Kugel 
in einer Ebene, findet sich auch hier ein gewisser Grad von Ver- 
zerrung nach dem Rande zu; allein die Beziehung auf die Meridiane 
und Parallelen beugt etwaigen Missverständnissen über die wirk- 
liche gegenseitige Lage aller Punkte hinlänglich vor, und man wird 
finden, dass die mittleren Theile der Karte, welche die Arktischen 
Regionen, Europa und Afrika umfassen, auffallend wenig verzerrt 
erscheinen." 

Auf Taf. II zeigt uns Fig. VIII die rechte Hälfte eines solchen 
Karteuuetzes. Die Entfernnug MO = d ist gleich 1,5 a und die 
Breite des Punktes A oder a = 23J ; die Darstellung reicht bis 
zum Südpol, also bis H3° 30' Entfernung von A. 

In ganz ähnlicher Weise, wie die stereographische Abbildung 
Hg. VI, zeigt uns unsere Figur die Projektion der einzelnen auf 
dem Mittelmeridian liegenden Punkte der verschiedenen Parallel- 
kreise. 

Diese Entwurfsart ist für physikalische Erdbilder, welche mög- 
lichst grosse Landmassen auf einen Blick zeigen sollen, ohne dass 
dabei die Verzerrung nach dem Rande hin sich in störender Weise 
geltend macht, namentlich auch für geologische Darstellungen, sehr 
brauchbar. Auch für Sternkarten dürfte sie sich sehr gut eignen, 
da sie die Parallelkreise um den Nordpol bis zu 47£° Breite voll- 
ständig zeigt. 

Da die Entwurfsart von James vom Centrum aus nach allen 
Richtungen hin 113° 30' umfasst, so beträgt die abgebildete Fläche 

2r »*+ 2r »w sin 234° = 2r *v • 1,3987, 

oder 0,6993 der ganzen Erdoberfläche, was über |, fast •£$ ist. 

Das Maximum der Linearvergrösserung in radialer Richtung 
findet für ja = 80° 24' statt und beträgt 1,125, die Vergrösserung 
in der Mitte = 1 gesetzt; am Rande ist diese Vergrösserung 
nur 0,826. 

Die Flächen vergrösserung erreicht ihren Maximalwerth v = 2 
für fx = 104° 29'; am Rande beträgt sie 1,876. 

22. Später hat der Kapitän A. R. Clark e*) noch eine andere 



*) On projections for maps applying to a very large extent of the Eart/t's 
surface by Öol, H. James and Cap. A. R. Clarke. Philos. Magaz. April 1862 y p. Z06. 

Gretschel, Karten-Projektion. 7 
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Bestimmung von d gegeben, die zu dem Resultate d — 1,36763a 
oder ungefähr \\^a fuhrt. Da die Entwicklung des Gedanken- 
ganges, der dieses Ergebniss liefert, sich ohne grosse Weitläufig- 
keit nicht mit den Methoden der elementaren Mathematik ausfüh- 
ren lässt, so werden wir hier ohne Weiteres von den Hilfsmitteln 
der Differential- und Integralrechnung Gebrauch macheu. 

Es sei P ein Punkt der Kugel, deren Halbmesser wir = I 
setzen, AP sei = jm; ein verschwindend kleiner Zuwachs von AP 
wird dann 'mit jx l — jx oder kürzer d\x bezeichnet. 

Ferner sei AP 4 = r, die Projektion des Zuwachses von AP 
ist dann r, — r oder kürzer dr. 

Die Vergrösserung des ursprünglichen Längeuelementes d<f ist 
daher dr — djut und das Verhältniss dieser Vergrösserung zur ur- 
sprünglichen Länge ist , 

dr 

— 1. 

dy, 

Ferner ist sin jut • (X, — X) oder sin jut • dX die Lange eines 
Linienelementes der Kugel, welches durch P, senkrecht zu AP geht; 
rdX ist seine Abbildung. 

Dasselbe ist also vergrössert um rdX — sin \xdk, und diese 
Vergrösserung steht zum ursprünglichen Werthe in dem Verhält- 
nisse 

rdX — sjn jxdX r 

sin jxdX sin \x 

Nach einem von Airy angegebenen , allerdings von Willkür 
nicht ganz freien Principe« das wir später bei Gelegenheit der so- 
genannten Protection by Balance of Errors näher kennen lernen 
werden, kann man nun die Summe der Quadrate 

dr __ i 



c 




dfi J \sin fx 

noch multiplicirt mit der Grösse sin fx dfx dX des Flächenelementes 
auf der Kugel, also die Grösse 

[(-£• - 0'+ (^ - 2 ] -V * * 

als Maassstab für die Gesammtänderung dieses Flächenelementes 
betrachten. Wenn man daher alle entsprechenden Werthe für die 
verschiedenen Flächenelemente des zur Darstellung kommenden 
Theiles der Kugelfläche bildet und addirt, oder mit anderen Wor- 
ten, wenn man den vorstehenden Ausdruck für das angegebene 
Gebiet integrirt, so erhält man das Maass für die Gesammtände- 
rung, welche durch die Karte bewirkt wird. 

Für X werden die Integrationsgrenzen und 2w und die In- 
tegration giebt ganz einfach den Faktor 2*r. Da derselbe kon- 
stant ist, so wollen wir ihn weglassen, und wenn wir nun als 
obere Integrationsgrenze von /x den Werth ß annehmen, so haben 
wir für die Gesammtänderung den Ausdruck 



(26) 
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fii-w ~ •)'+ (^ " 0*] * - * t * 

Nach Airy hat man nun für r einen solchen Werth zu wäh- 
len, dass M seinen Minimalwerth erreicht. 
Setzt man nun 

(27) r = fjfr , 

a *f- cos jut 

wo d = JfO, d' = -40 (nach früherer Bezeichnung) ist, so dass 
also die Lage der Bildebene vorläufig noch unbestimmt bleibt, so 
tritt an die Stelle der Gleichung (26) die folgende 

wo zu beachten ist, dass innerhalb der Klammer, sowie in (27) der 
Buchstabe d eine Quantität bedeutet, während er oben und in dem 
Faktor sin jut dp der letzten Formel nur das Differential ausdrückt. 
Die Ausführung der Integration giebt 

(28) M = d t% • A, + 2d' • A s + 4 sin* -|-, 

wo abkürzungsweise gesetzt worden ist 

_ ! + <*« _ d (d* - 1) , ((*»-!)« _ (1-rf)« 

JW = rf -j- cos 0. 

Soll nun M ein Minimum werden, so muss der Differential- 
quotient von M, genommen nach d\ sowie auch der nach d, jeder 
den Werth Null haben. Die erstere Differentiation giebt aber 

(29) d 4 • A t + A 2 = oder df = - -$*-, 

A t 

und wenn man diesen Werth von d' in die Formel (28) einsetzt, 
so ergiebt sich 

ü , . . - ß . A g » 
if = 4 sin* -£- — A a • 

2 A, 

Statt die Gleichung zu entwickeln und aufzulösen, auf welche 
man durch Differentiation des M nach d gelangt, ist es bequemer 
A* und Aj für verschiedene Werthe von d zu berechnen und so 
durch ein geregeltes Probiren denjenigen Werth zu ermitteln, für 
welchen 

seinen grössten, also M seinen kleinsten Werth annimmt. Clarke 
hat auf diese Weise für ß — 113° 30' 

d = 1,36763 und d' = 1,66261 

gefunden, so dass also r den Werth hat 

7* 



1 
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(30) r = 1 - 66261 sin P . 

1 ; 1,36763 + cos jtx 

Die folgende, von Clarke berechnete Tabelle giebt die Werthe 
von r für verschiedene Werthe von jut von 5 zu 5 Grad. 



y> 


r 




r 


0° 


0,0000 


60° 


0,7710 


5 


0,0613 


65 


0,8417 


10 


0,1227 


70 


0,9138 


15 


0,1844 


75 


0,9874 


20 


0,2464 


80 


1 ,0623 


25 


0,3090 


85 


1,1385 


30 


0,3722 


90 


1,2157 


35 


0,4361 


95 


1,2935 


40 


0,5009 


100 


1,3713 


45 


0,5666 


105 


1,4484 


50 


0,6335 


110 


1,5233 


55 


0,7016 


115 


1,5945 



Für fx — 113° 30' ist r = 1,5737. 

Karten dieser Art besitzen dieselben Vorzöge, wie die von 
James, nur ist bei ihnen die Verzerrung nach dem Rande hin noch 
weniger bedeutend. 



Zweites Kapitel. 

Die Parallel-Projektion. 



§. u. 

Allgemeine Theorie. 

1. Wie schon in der Einleitung erwähnt, ist diese Abbildungs- 
weise nar ein specieller Fall der perspektivischen Abbildung. 
Nimmt man nämlich an, dass das Projektionscentrum in unendliche 
Ferne fällt, so gehen sämmtliche Projektionsstrahlen parallel und 
man erhält dann eine Parallelprojektion. Dieselbe wird als ortho- 
gonale oder rechtwinklige Parallelprojektion bezeichnet, 
wenn die Projektionsstrahlen auf der Zeichenebene senkrecht ste- 
hen; im entgegengesetzten Falle nennt man sie eine schiefe 
Parallelprojektion. 

2. Die Parallelprojektion einer Geraden ist im 
Allgemeinen wieder eine Gerade; denn die parallelen Pro- 
jektionsstrahlen der einzelnen Punkte der gegebenen Geraden g 
liegen in einer Ebene, welche die Zeichenebene in einer Geraden 
g\ der Projektion von g schneidet. 

Nur wenn g in die Richtung der Projektionsstrahlen fällt, 
schrumpft g* in einen Punkt zusammen. 

3. Die Parallelprojektionen von Strecken, die auf 
einer und derselben oder auf parallelen Geraden lie- 
gen, stehen untereinander in demselben Verhältnisse, 
wie diese Strecken selbst. Denn sind AB und CD die ge- 
gebenen Strecken, A'B' und CD' ihre Projektionen, und zieht 
man AB" parallel mit A'B 1 bis zum Projektiousstrahle BB', 
CD" parallel zu OD' bis zum Projektionsstrahle DD\ so sind 
die Dreicke ABB" und CDD" ähnlich, und mithin ist 

AB" : CD 14 — AB : CD; 

da aber AB' 1 = A'B 4 , CD" = OD', so ist auch 

A'B' : OD 4 = AB : CD. 
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4. Hieraus folgt, dass die Projektion des unendlich 
entfernten Punktes einer Geraden auch in unendliche 
Ferne fällt, und aus diesem Satze ergiebt sich weiter, dass 
die Projektionen von parallelen Geraden auch wieder 
parallel sind, ein Satz, der auch direkt aus dem Umstände ge- 
folgert werden kann, dass die Ebenen, in denen die Projektionen 
der verschiedenen Punkte beider Geraden liegen, unter sich pa- 
rallel liegen. 

5. Die Parallelprojektion eines Kreises ist im All- 
gemeinen eine Ellipse; in speciellen Fällen ein Kreis oder 
eine geradlinige Strecke oder zwei parallele Gerade. 

Denn die Projektionsstrahlen in ihrer Gesammtheit bilden eine 
Cylinderfläche, deren Basis der gegebene Kreis ist, und der Schnitt 
dieser Fläche ist im Allgemeinen eine geschlossene Liuie -*- den 
Fall ausgenommen, wenn die Schnittebene in Richtung der Pro* 
jektionsstrahlen liegt und zwei derselben enthält. Jener Schnitt 
muss aber von der zweiten Ordnung sein, d. h. er kauu mit einer 
Geraden nicht mehr als zwei Punkte gemein haben, weil der Kreis 
diese Eigenschaft hat und Punkte und Gerade auch in der Projek- 
tion wieder als Gerade erscheinen. Da eine geschlossene Kurve 
zweiter Ordnung eine Ellipse ist, so ist unser allgemeiner Satz be- 
wiesen. 

Als gerade Strecke erscheint der Kreis projicirt, wenn seine 
Ebene in Richtung der Projektionsstrahlen fallt. 

Als Kreis endlich wird ein Kreis k projicirt, einmal, wenn die 
Projektionsebene parallel zur Ebene von k liegt, nnd dann, wenn 
die Projektionsebene mit dem durch das Centrum von k gehenden 
Projektionsstrahle denselben grössten und kleinsten Winkel ein- 
schliesst,' wie die Ebene von k, aber nach gerad entgegengesetzter 
Richtung (Wechselschnitte). 

Der Beweis hierfür ist ganz ähnlich dem in §. 2, Nr. 3 ge- 
führten. 

6. Wenn die Projektionsstrahlen rechtwinklig auf der Bild- 
ebene stehen (orthographische Parallelprojektion), so ist die Pro- 
jektion V einer geradlinigen Strecke von der Länge /, welche mit 
der Bildebene einen Winkel 9> einschliesst, durch die Gleichung 

V = l cos y 
bestimmt. 

7. Unter derselben Voraussetzung projicirt sich ein Kreis mit 
dem Halbmesser a in Form einer Ellipse, deren grosse Achse 2a 
parallel znm Durchschnitt der Kreisebene und der Bildebene liegt 
und deren kleine Achse 2a cos <p ist, wo tp den Winkel zwischen 
beiden Ebenen bedeutet. Dem Satze in Nr. 3 zufolge projicirt sich 
der Kreismittelpunkt als Mittelpunkt der Ellipse. 

8. Da man die schiefe Parallel-Projektion zu kartographischen 
Zwecken nicht verwendet, sondern sich hier auf die orthographische 
Projektion beschränkt, so können wir uns mit den vorstehend an- 
geführten Sätzen begnügen und gleich zu unserm eigentlichen 
Thema gehen. 
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§. 12. 
Die orthographische Projektion. 

I. Die Polarprojektion. 

1. Die Projektiousstrahlen laufen bei dieser Darstellung pa- 
rallel zur Achse Q x Q der Kugel, die Zeichenebene steht senkrecht 
zu dieser Achse, wobei es ganz gleichgültig für die Grösse der 
Projektion ist, ob diese Ebene durch den Mittelpunkt oder durch 
einen Pol oder durch einen andern Punkt der Achse geht. 

2. Die Parallelkreise erscheinen in der Projektion in ihrer 
wahren Grosse als koncentrische Kreise, deren gemeinsamer Mittel- 
punkt der Mittelpunkt A der Karte ist. 

3. Die Meridiane erscheinen als gerade, vom Punkte A aus- 
gehende Linien, deren Neigungswinkel den Unterschieden ihrer 
Längen gleich sind. 

4. Die Karte kann nur die eine Hälfte der Kugel darstellen, 
da die Projektionen beider Hälften sich decken. 

Auf Taf. II zeigt uns Fig. IX drei Viertel einer durch diese 
Darstellungsweise erhaltenen Karte; im letzten Viertel ist die Kon- 
struktion der Halbmesser der einzelnen Parallelkreise angegeben, 
die ohne Krläutenmg verständlich ist. 

II. Die Meridianprojektion. 

5. Die Projektionsstrahlen gehen bei dieser Darstellungsart 
parallel einem Durchmesser des Aeqnators; den durch diesen Durch- 
messer gehenden Meridian betrachten wir als ersten. Die Bildebene 
steht seukrecht auf diesem Durchmesser oder paralLel zum Meridian 
von 90° Länge. 

6. Der Meridian von 90° Länge erscheint in seiner wahren 
Gestalt und Grösse als ein Kreis vom Halbmesser a um den Mit- 
telpunkt A der Karte. 

Der Aequator und der erste Meridian erscheinen als zwei auf 
einander senkrechte Durchmesser dieses Kreises. 

7. Die Parallelkreise erscheinen als gerade Linen in ihrem 
wahren Abstände vom Centrum; sie schneiden auf dem Meridiane 
von 90° Bögen ab, die ihren wahren Breitenunterschieden gleich sind. 

8. Die Meridiane erscheinen als Ellipsen, deren gemeinschaft- 
liche grosse Achse die Projektion Q' Q\ des ersteu Meridiaues ist 
und deren kleine Achse 26 durch die Formel 

b = a sin X 

bestimmt sind, wo k die Länge bedeutet. 

9. Auf Taf. II zeigt Fig. X eine derartige Abbildung der Halb- 
kugel; die Meridiane und Parallelkreise sind von 10 zu 10° ange- 
geben. Da der Halbmesser eines Parallelkreises von der Breite 
ff gleich a sin (90° — 9) ist, so erkennt man leicht, dass mau die 
kleinen Achsen der Meridianellipsen leicht finden kann, indem man. 
die auf dem Meridian von 90° Länge befindlichen Theilpunkte senk- 



recht auf die Verbindungslinie der beide» Nullpunkte (die Aequator- 
Projektion) projicirt. Die weitere Konstruktion dieser Ellipsen er- 
folgt dann nach einer der in §. 4 angegebenen Methoden. 

M. Horizontalprojektjon. 

10. Die Projektionsstrahlen gehen parallel demjenigen Halb- 
messer MA des ersten Meridianes, der nach dem Punkte A von 
der geographischen Breite a gerichtet ist; die Bildebene steht senk- 
recht Hilf diesem Halbmesser. 

11. Nehmen wir die als gerade Linie erscheinende Projektion 
des ersteu Meridianes als Achse der x, nnd zwar positiv von der 
Projektion von A nach derjenigen des nächstliegenden Poles Q, 
und legen wir ferner die Achse der y durch die Projektion von A, 
so sind die Koordinaten eines Punktes /' von der Breite <f- nnd 
der Länge X durch die Gleichungen 

... I x = a (sin f cos a — cos f> sin a cos K) 

l'J | y = a cos f sin X 

gegeben. Von der Richtigkeit 
"*■ **' dieser Formeln überzeugt man 

sich leicht mit Hilfe der Hg. 46, 
in welcher, wie früher, die Bild- 
ebene e als Berohrungsebene 
im Punkte A der Kugel ange- 
nommen ist. Ist P der ge- 
gebene Punkt, Q, Q die Achse, 
PR senkrecht auf der Ebeue 
des ersten Meridianes, N der 
Schnittpunkt der Achse mit der 
Ebene des Parallel kreises durch 
P oder der Mittelpunkt des 
letzteren und sind P', E\ iV' 
die Projektionen von P, R und JV, so ist 

x = AR' = AN' ~ R'N' 
y = R'P' = RP. 
Da nun RP n NP sin PNR = NP sin X und NP = a cos <f 
ist, so überzeugt man sich zunächst von der Richtigkeit der For- 
mel für y. 

Ferner ist MN = a sin 9>, NB = NP cos X = a cos <p cos X, 
und MN schliesst mit AX den Winkel a. NB also den Winkel 
Ü0" — a ein, so dass 

M'N' -; a sin p cos a, R'N' = a cos g> cos X sin a 
ist, wodurch die Formel für x gerechtfertigt ist. 
Für die beiden Pole Q und Q t hat man 

AQ' = a cos a, AQ\ = — a cos a. 

12. Die Projektionen der Parallel kreise sind Ellipsen, deren 
kleine Achse den Werth 1a cos <p sin a hat und in die Achse der 
x fällt, während die grosse Achse dem wahren Durchmesser des 
Parallelkreises, 1a cos <f gleich ist. 



Denn schreibt man die Gleichungen (I) in der Form 

X — a sin <f cos a , 

a cos 'f sin a 

* — = sin X 

a cos y 

nnd quadrirt beide, so ergiebt sich durch Addition die Gleichung 

( 2 ) / *-«■»» ff «n« y... f y y_ j 

\ a cos 9> sin « / V a cos 9> / ' 

welche eine Ellipse mit den erwähnten Halbachsen bedeutet, deren 
Mittelpunkt auf der x- Achse iu der Entfernung 

a sin ff cos a 
von A liegt. 

Mittelst der Achsen kann man diese Ellipsen leicht zeichnen. 
Zn dem Ende nimmt man auf der y-Achse den Punkt M so an, 
dass MA = a ist nnd schlagt um M einen durch A gehenden 
Kreis (Fig. 47), zieht dann den Halbmesser MQ, so dass AMQ 
= 90° — « ist, theilt den Kreis von Q ans ein, etwa von 10 zn 
10° nnd verbindet je zwei Punkte gleicher Breite, wie z. B. B und 
C, wodurch man auf Q X Q die Mittelpunkte der einzelnen Parallel- 
kreise erhält, de- 
ren einer N ist. "•■ * 7 - 

Zieht man nun 
BB', CC und 
NN' parallel znr 
y- Achse und zieht 
man in der glei- 
chen Richtung 
durch N eine Ge- 
rade, auf der man 
DN'=NE~NB 
abträgt, so sind 
B'C und DE die 
Achsen der El- 
lipse, dieinannnn 

am einfachsten 
nach dem Ver- 
fahren in Nr. 3 
des §. 4 (S. 16) 

zeichnen kann. Wenn man dabei den Quadranten des Hilfskreises 
iu neun gleiche Theile (von je 10") theilt, so erhalt man die El- 
lipsenpnnkte, welche der Länge von 10°, 20°, 30°, . . . entsprechen, 
nnd indem man auf den verschiedenen Parallelkreisen die Punkte 
gleicher Länge verbindet, erhält man gleich die Abbildungen der 
Meridiane. 

13. Da die Ellipsen, welche die verschiedenen Parallelkreise 
darstellen, sämuitlich dasselbe Achsenverh&Itoiss, nämlich 

Ha cos <p : 2a cos f sin a = 1 : sin a 
haben, so stehen auch die Abscissen nnd ebenso die Ordinateu, 
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welche den Punkten von 10°, 20°, 30", . . . Länge entsprechen, 
iu demselben Verhältnisse zu einander; die Ellipsen sind überhaupt 
einander ähnlich. Dieser Umstand erleichtert die Konstruktion 
dieser Earven nicht unwesentlich. 

Man kann sich nämlich folgende Hillsfigur zeichnen (Hg. 48). 
jj 4( j Auf OA = a errichte man senk- 

recht OB ~ a sin n nnd k'ou- 
strnire über OA. und OB nach 
dem Verfahren der Nr. 3 des §. 4 
einen Ellipsenquadranten. Die acht 
Punkte, welche man, entsprechend 
10°, 20°, 30°, . .. Länge, zwi- 
schen A und B bestimmt, proji- 
cire man senkrecht auf OA and 
OB nnd erhält so auf OA die 
Abscissen, auf OB die Ordinate» 
dieser Punkte. Letztere übertrage 
man von OB anf die Verlängerung 
OC von AO. Dann errichte man 
auf AC die Senkrechte OD=OA 
und verbinde alle auf AC liegende 
Punkte mit D. Ausserdem aber 
trage man noch anf OD die Ab- 
scissen, welche auf OA augegeben sind, von D aus ab und ziehe 
durch die so erhaltenen Punkte Purallelen mit AC, deren End- 
punkte, von AC aus gezählt, mit 10, 20, 30 . . . bezeichnet sind. 
Dann findet mau z. B. auf der Parallellinie 80 — 80 links von 
OD die Abscissen und auf der rechten Seite die Ordinaten der 
einzelnen Punkte des Ellipseuquadranten von je 10° Längennnter- 
schied und kann nun die Ellipse durch blosses Ziehen von Parallel- 
linien zeichnen, nachdem mau vorher diese Abscissen und Ordina- 
ten vom Mittelpunkte ans anf der grossen und kleinen Achse ab- 
getragen hat, so wie man sich ja auch die einzelneu Ellipsenpunkte 
in Vl%. 48 mittelst der Punkte anf OA und OB und der durch sie 
gelegten Parallellinieu zu OB und beziehentlich OA bestimmt den- 
ken kauu. 

14. Konstruktion der Meridian-Abbildungen. Statt 
auf den einzelnen Parallelkreis-Ellipsen die Punkte gleicher Länge 
zu verbinden, kann man auch die Ellipsen, welche die Meridiane 
in der Projektion darstellen, direkt koustruiren. 

Diese Ellipsen haben alle einen geraeinsamen Mittelpunkt, 
nämlich den Punkt A (beziehentlich seine Projektion) und die 
grosse Achse hat bei allen denselben Werth 2a, der Winkel tu 
aber, den sie mit der se-Achse bildet, wird durch die Gleichung 

tan iu = sin a tan X 
bestimmt. Denn, legt man durch den Mittelpunkt M der Kngel 
eine Ebene £ parallel zur Bildebene e, so schneidet dieselbe die 
Meridianebene in einem Durchmesser, dessen Projektion auf e die 
grosse Achse der Meridianellipse ist. Gesetzt, es sei in Fig. 49 
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Q, der Pol, LMF die Ebene £, der Bo- "&»■ 40 

gen Q t L des ersten Meridian«« ist a, der 
in der Ebene £ liegende Bogen LÜT sei tu, 
endlich Q,K sei der Bogen des Meridia- 
ne« von der Länge X. Ist dünn LF die 
Tangente des Bogeus LK im Punkte L, 
so steht diese Linie auf der Ebene des 
ersten Meridianes senkrecht; fällt man da- 
her von L ans die Senkrechten L3 auf 
MQ„ so ist anch FJ senkrecht auf MQ t 
and also Winkel LJF = X. 

Man hat dann für LF die beiden Werthe 

a tan tu nnd LJ tan X = a sin a tan X, 
durch deren Gleichsetzung sich die obige Formel für tan w ergiebt. 
Eine bequeme Konstruktion von tu ist auf dieselbe Weise möglich, 
wie in §. 8, Nr. 14 die Konstruktion des Winkels f. 

Die Meridianellipsen gehen ferner durch die Projektionen von 
Q and Q t nnd sind damit vollständig bestimmt (vergl. die Kon- 
struktion §. 10, Nr. 0, Fig. 40. 

Es ist aber anch leicht, den Werth b der kleinen Halbachse 
zn berechnen. Bezeichnet man nämlich mit Q' die Projektion von 
Q, mit x t nnd y, die rechtwinkligen Koordinaten von Q' . die 
Hauptachse der Ellipse als Abscissenachse angenommen, so ist 

iE, = AQ' • cos w, y, = AQ' • sin w 
nnd wegen AQ' = a cos a hat man weiter 

X, = a cos a cos w, y, ^ a cos « sin w. 

Setzt man diese Werthe in die Ellipsengleichung 
b* x* -f- a* y* — a a 6* 
eis, so ergiebt sich nach einigen Umwandlungen 

b = a cos a sin X, 
welcher Werth sich ebenfalls ohne Mähe koustruiren lässt. Damit 
sind die nothigen Hilfsmittel zur Konstruktion der Ellipse mittelst 
ihrer Achsen gegeben. 

Ein Beispie! einer solchen Horizontalprojektion sieht man auf 
Taf. II in Fig. XI. Wie bei früheren Horizontalprojektiouen, der 
gnomonischen und stereographischen, ist auch hier die Breite des 
Punktes A gleich 50° angenommen worden. 

IT. Aenderung der Längen und Winkel. 
15. Ist fi der Abstand eines Punktes der Kugel vom Punkte 
A, in welchem, wie wir annehmen, die Bildebene e die Kugel be- 
rührt, gehen also die Projektionsstrahlen parallel zu dem Radius 
AM, so ist 

AP' = a sin n 
und wenn P, ein Pnnkt auf demselben durch ^gehenden grüssten 
Kreise, At' x — ft, ist, so hat man 

AP\ — AP' =a (sin ^ - sin ix) = 2g sin y ' ~ M cos^'-^"- f*| 
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dividirt mau diese Gleichung mit PP t = a (jut, — jx) und lässt 
dann die Differenz jx x — jtx in Null übergehen, so erhält man für 
die Lfnearvergrösserung in radialer Richtung 

P'P' 

1 = x" 



PP t 

den Ausdruck 

(3) k" = cos fx. 

Es erreicht also *" seinen grössten Werth im Punkte A, für 
juc = t , und nimmt dann ab, bis bei fx = 90° der Werth er- 
reicht wird. 

16. Sind P und M zwei Punkte eines Nebenkreises, dessen 
Pol A ist, und ist die Entfernung beider in Bogenmaass X t — X, 
so ist ihre wahre Entfernung 

PM = a sin jjl • (X f — X) 

und für die Entfernung ihrer Projektionen P 4 und M* hat man 
denselben Werth 

P'M' = asin jut • (X, —X). 

Es ist daher die Vergrösserung senkrecht zu AP' überall 
konstant, nämlich 

(4) k' = 1. 

17. Mithin ist die Flächenvergrösserung 

(5) v = k' k" = cos jtx, 

also vom Mittelpunkte A aus abnehmend. 

18. Ist V der Winkel, den die Richtung P t M (vergl. Nr. 15 
und 16) mit AP einschliesst, so ist 

x , PM 
tanV = -pjr 

und für die Projektion V' dieses Winkels hat man die Formel 

P'M 4 

aus beiden Gleichungen folgt 

P'M* PP 
tan V = -p W • pr^ tan V 

oder 

(6) tan V' = sec jut • tan V- 

Ganz wie in Nr. 14 des §. 10 findet man, dass die Winke 1- 
änderung tp' — ip ihren grössten Werth erreicht, wenn 

tau V = "V cos jm, tan V' = ^ sec ju, 
dann ist nämlich 

tu (V - VO = '^J*- 

2 v cos jut 

Es ist dies das Gegenstück zur gnomonischen Projektion; bei die- 
ser nämlich wird ty' — ty am grössten, wenn 

tan V = ^sec /ut, tan V = ^cos \x 
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ist, and da bei ihr zwischen ty' und V die Gleichung 

tan tp' = cos jui • tan tp 

besteht (vergl. §. 8, Nr. 14, Gleich. 20), so ist ty' immer kleiner 
als xp und man erhält für den grössten Werth von tan (^ — ty 4 ) 
denselben Werth, den wir oben bei der Orthogonal-Projektion für 
den Maximalwert von tan (ip* — V) erhalten haben. 

Wie auch bei allen perspektivischen Abbildungen wird bei der 
Orthogonal-Projektion if>' — V = 0, wenn *f> = oder = 90° ist. 

19. Auch bei der Orthogonal-Projektion giebt es zu jeder 
Richtung ty eine ihr konjugirte u in dem Sinne, dass V — v — 
V — v' ist, (vergL §. 10, Nr. 15), und zwar findet man auf die 
früher angegebene Weise 

tan ty • tan u =: ^ ^cos jm, tan V' • tan v' = ^ V* se c jut, 

daher auch hier die früher erwähnten harmonischen Beziehungen 
bestehen. 

20. Wir betrachten endlich noch die Linearvergrösserung 
in beliebiger Richtung. Da bei der Bezeichnungsweise der 
Nummern 15 und 16 die Gleichungen gelten 

P l M = PP l secV, P X M* = P'P'i sec V, 
so ist die gesuchte Linearvergrösserung 

_ P 1 M I __ ?r t secV 

K — P t M ~ PP 1 ' secV 
oder 

1 /l + sec J u • tan *if> 
(7) , k = cos H (/ - T 1+ ^^ 

Hieraus sieht man, dass die extremen Werthe von k eintreten 
für ^ = und ip = 90° ; im ersten Falle nämlich erreicht k sei- 
nen kleinsten Werth cos jut = k", im letzteren seinen grössten 
Werth 1 = k'. Bekanntlich ist bei der gnomonischen Projektion 
gerade umgekehrt k" der grösste und x' der kleinste Werth von 
k (vergl. §. 8, Nr. 16). 

V. Vorzüge und Mängel der Orthogonal-Projektion. 

Historisches. 

21. Die Orthogonal-Projektion zeigt uns die Kugel so, wie sie, 
aus grosser Entfernung gesehen, einem Beobachter wirklich er- 
scheint. Sie ist deshalb ganz an ihrem Platze, wenn es sich um 
Abbildung anderer Himmelskörper, wie namentlich des Mondes, 
handelt. Auf solche Fälle bleibt denn auch die Anwendung dieser 
Darstellungsweise gegenwärtig so ziemlich beschränkt; denn ausser 
dem Vorzuge, dass sie eine recht natürliche Ansicht der Kugel- 
fläche darbietet, hat sie eigentlich keine Eigenschaften, die zu ihrer 
Empfehlung beitrügen. Die Linien werden, wie wir gesehen haben, 
in radialer Richtung in gleichem Maasse nach dem Rande hin mehr 
und mehr verkleinert, bis herab zum Null werthe, während "die 
Längen senkrecht zur radialen Richtung ihre wahre Grösse be- 
wahren. Es werden daher sowohl die Umrisse der Länder etc., 
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als die Flächen in beträchtlicher Weise verzerrt nnd geändert, und 
zudem wird am Rande Alles so dicht zusammengedrängt, dass selbst 
zur Darstellung meteorologischer oder physikalischer Momente, wo 
die Dimensionen und Umrisse der Länder weniger in Betracht 
kommen, diese Projektion sich nicht empfiehlt, weil man am Rande 
nicht mehr in ähnliche Details einzugehen im Stande ist, wie in 
der Mitte der Karte. 

22. Die Orthogonal-Projektion ist von dem Astronomen Hip - 
parch angegeben worden; sie kommt erst unter dem Namen 
Analemma, später (1551) als Astrolabium von Rojas vor. Von 
geographischen Kartenwerken der neuesten Zeit, die sich dieser 
Projektion bedienen, sind zu nennen 

Laguillermie, Atlas sphiroidal. 1843. 

Garnier, Atlas sphiroidal etuniversel de gtographie. FoL 
60 cartes. Paris, Renouard 1862. 

Sonst ist das Verfahren, wie erwähnt, fast nur für Mondkarten 
üblich. 



/ 



Drittes Kapitel. 



Die Abbildungen durch Ab Wickelung. 



§. 13. 
Cyjindrische Abbildungen. 

t. Der einfache Gedanke, welcher den hierher gehörigen Ab- 
bildungen ursprünglich zu Grunde liegt, besteht darin, eine mehr 
oder minder breite Zone der Erd- (oder Himmels-) Kugel zu er- 
setzen durch einen geraden Cylinder, auf welchem man die Meri- 
diane als gerade Linien, den Aequator und die Parallelkreise aber 
als Kreise von gleicher Länge darstellt, welche die ersteren recht- 
winklig schneiden. Wenn man dann den Cylinder längs einer Me- 
ridianlinie aufschneidet und in eine Ebene abwickelt, so erhält 
man zwei unter rechten Winkeln sich schneidende Systeme von ge- 
raden Linien, welche die Parallelkreise und Meridiane repräsentiren. 
Solche Karten nennt man im Allgemeinen Plattkarten. Die äl- 
testen derartigen Karten sind die folgenden beiden Arten. 

L Quadratische Plattkarten. 

, 2. Man nimmt einen Cylinder an, welcher die Kugel längs 
des Aequators berührt. Der Aequator wird dann in seiner wahren 
Länge dargestellt; senkrecht durch die einzelnen Theilpunkte legt 
man die Meridiane, auf denen man die Breitengrade ebenfalls in 
ihrer wahren Länge darstellt. Bei der Abwickelung erhält man 
dann ein Netz mit lauter quadratischen Maschen, wie uns auf 
Taf. II Hg. XI in einer Ausdehnung vom nördlichen Pol bis zu 70° 
südlicher Breite und von 0° bis 90° Länge zeigt. 

3. Ein solches Kartennetz zeichnet sich nun allerdings durch 
die grosse Einfachheit seiner Konstruktion aus, ist aber sehr feh- 
lerhaft, sobald man die Karte einigermaassen weit vom Aequator 
ausdehnt. Denn nehmen wir die Länge eines Aequatorbogens von 
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einer bestimmten Längenausdehnung, z. B|. nnserer Karte entspre- 
chend von 10°, als Einheit an, so ist der Bogen des Parallel- 
kreises von der Breite <p von gleicher Längenansdehnung gleich 
cos 9- Wie sich diese Werthe mit wachsender Breite ändern, 
zeigt folgende kleine Tabelle. 



9> 


cos y 


9 


cos <p 


0° 


1 ,0000 


50° 


0,6428 


10 


0,9848 | 


60 


0,5000 


20 


0,9397 


70 


0,3420 


30 


0,8660 


80 


0,1736 


40 

■ 


0,7660 

! 


90 


0,0000 



Des erwähnten Uebelstandes wegen sind solche Karten seit 
dem Anfange des sechszehnten Jahrhunderts nicht mehr im Ge- 
brauch. Früher wurden sie seit Beginn des dreizehnten Jahrhun- 
derts namentlich von den genuesischen Seefahrern viel benutzt, 
weil sie für die Schifffahrt mit dem Kompass eine Bequemlichkeit 
gewähren, die wir noch weiter unten besprechen werden, die ihnen 
aber mit den übrigen Plattkarten gemein ist. 

II. Rechteckige Plattkarten. 

4. Wenn man einen geraden Cylinder annimmt, der die Kugel 
längs eines mittleren Parallelkreises von der geographischen Breite 
<p schneidet, so werden alle Parallelkreise diesem gleich, ein 
Längengrad erhält also die Grösse 

aw 

-w cos 9 - 

Die Breitengrade dagegen bekommen, wie bei der vorigen Dar- 
stellnngsform, ihre wahre Länge« Die Maschen des Kartennetzes 
sind demnach lauter gleich grosse Rechtecke, deren Breite sich zur 
Länge wie 1 : cos 9> verhält. 

Auf Taf. II zeigt uns Fig. XIII ein derartiges Kartennetz in 
gleicher Ausdehnung wie das Netz Fig. XII; der Cylinder, welcher 
der Darstellung zu Grunde liegt, schneidet die Kugel längs der 
Parallelkreise von 45° Breite. Die Figur zeigt uns noch ausserdem 
den Quadranten des Parallelkreises von 45° nördl. Breite und ein- 
zelne Theile desselben, deren Längen dann auf dem stark ausge- 
zogenen Aequator abgetragen sind. 

5. Auch diese Karten dürfen nicht über viele Breitengrade 
ausgedehnt werden, wenn sie nicht ganz wesentlich falsch werden 
sollen. Am brauchbarsten sind sie für die Nähe des Aequators, 
weil für kleine Werthe von <P der Cosinus sich nicht sehr ändert, 
die Parallelkreise also wirklich nahezu gleich gross sind. . Bei- 
spielsweise hat der verdiente Geograph I. B. Bourguignon d'An- 
ville sich dieser Abbildungsweise mit Vortheil zum Entwürfe sei- 
ner im Jahre 1776 publicirten Karte von Guinea bedient. 
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Uebrigens ist diese Darstellnngsweise sehr alt und schon bei 
den Geographen des Alterthums viel im Gebrauch. Sie rührt viel- 
leicht schon von Anaximander her (am die Mitte des sechsten 
Jahrhunderts v. Chr.), welcher der erste gewesen sein soll, der 
eine Karte der damals bekannten Erde zeichnete. Ptolemäus, 
der sich ihrer gleichfalls bediente, nahm als mittleren Parallelkreis 
den von Rhodus an. 

6. Bei derartigen Plattkarten, mag man nun den Aequator 
oder irgend einen andern Parallelkreis als Basis des abzuwickeln- 
den Cylinders betrachten, hat es nicht die geringste Schwierigkeit, 
der ellipsoidischen Gestalt der Erde Rechnung zu tragen. Man hat 
nur nöthig dem Breitengrade statt der Grösse 

-^ = 0,0174533- a = pa 

die Grösse 

a (1 — g g ) jut 

Vi — £ * sin *9 3 

beizulegen, wo <jp die mittlere Breite bedeutet (vergl. S. 42), und 
die so berechneten, nach den Polen hin zunehmenden Längen auf 
den Meridianen abzutragen. 

Eine von den beiden vorhergehenden wesentlich verschiedne ist 

m. Lambert's normale isocylindrische Projektion. 

7. Bei derselben nimmt man an, dass der abzuwickelnde Cy- 
linder die Kugel längs des Aequators berührt. Die verlängerten 
Meridianebenen schneiden den Cylinder in parallelen Geraden, welche 
die Meridiane darstellen, und die verlängerten Ebenen der Parallel- 
kreise schneiden denselben in Kreisen, welche die Parallelkreise 
repräsentiren. Nach der Abwickelung zeigt uns die Karte ein Netz 
rechtwinklig sich kreuzender gerader «Linien. Die Längengrade be- 
sitzen auf allen Parallelkreisen dieselbe Grösse, nämlich diejenige, 
die sie im Originale auf dem Aequator haben; die Breitengrade 
dagegen werden nach den Polen hin immer kleiner, denn es ist die 
Entfernung der Geraden, welche den Parallelkreis von 9° Breite 
repräsentirt, vom Aequator durch die Gleichung gegeben 

y = a sin y. 

Auf Taf. II zeigt Fig. XIV die Konstraktion dieser Karte und 
ein Stück derselben, von Pol zu Pol und von 0° bis 30° Länge. 

8. Da die Fläche einer Kugelzone gleich der Länge des Aequa- 
tors multiplicirt mit der Höhe der Zone ist, und da bei der vor- 
liegenden Darstellungsweise sowohl die Länge des Aequators als 
die Höhe der verschiedenen Zonen unverändert auf die Karte über- 
tragen werden, wo diese Zonen sich als Rechtecke darstellen, so 
erscheinen alle Kugelzonen auf der Karte mit ihrer 
wahren Fläche. Daraus ergiebt sich weiter, dass überhaupt 
jedes Flächenstück auf der Karte gleich ist dem entsprechenden 
Stück der Kugelfläche. Die Projektion wahrt also die Grösse der 
Flächen oder ist äqui valent (S. 4). 

Gretschel, Karten-Projektion. " 8 
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9. Wie schon in der Ueberschrift angedeutet, rührt diese Cy- 
linderprojektion, anf die wir im nächsten Kapitel nochmals zurück- 
kommen werden, von dem nm die Kartographie hoch verdienten 
deutschen Mathematiker Joh. Heinr. Lambert (1728 — 1777) 
her, der dieselbe in seinen Beiträgen zum Gebrauche der Mathema- 
tik zuerst angegeben hat. Neuerdings hat der englische Astronom 
C. Piazzi Smyth dieselbe in einer besondrem Schrift wieder em- 
pfohlen oder vielmehr als neu in Vorschlag gebracht.*) 

IV. Zweck der Plattkarten. Die Loxodromie. 

10. Der eigentliche Grund der frühzeitigen Verbreitung der 
Plattkarten, namentlich im Mittelalter, war nicht die Einfachheit 
ihrer Konstruktion, sondern ihre Zweckmässigkeit für den Seefah- 
rer ; wir sehen sie daher vorzugsweise gern zu Seekarten verwendet. 
Für den Seefahrer hat es weniger Interesse, die Umrisse und Ge- 
stalten der Ländermassen naturgetreu auf der Karte angegeben zu 
finden, wenn er nicht an den Küsten hinfährt, sondern auf das 
offene Meer hinaus geht. Schon seit dem zwölften Jahrhunderte 
war aber den Europäern das einfache Instrument bekannt, welches 
zur See, wenn alle andern Mittel fehlen, gestattet, jederzeit die 
Himmelsrichtung zu erkennen: die Magnetnadel. Im Besitze der- 
selben konnte also der Schiffer stets beobachten, nach welcher 
Himmelsrichtung sich sein Schiff bewegte und war so im Stande, 
für die Beibehaltung des richtigen Courses Sorge zu tragen. Es 
musste dabei als das Einfachste erscheinen, soweit als möglich 
immer dieselbe Richtung des Schiffes beizubehalten, und nun stellte 
sich die Notwendigkeit heraus, auf einfache Weise mittelst der 
Karte diejenige Richtung zu ermitteln, in welcher das Schiff von 
einem bestimmten Punkte A nach einem andern gegebenen Punkte 
B gelangt. Dies kann aber am einfachsten geschehen, wenn die 
Linie, welche das Schiff auf der Erdoberfläche beschreibt, wenn es 
immer nach derselben Himmelsrichtung geht, sich auf der Karte 
als eine gerade Linie darstellt. Dazu ist aber nothwendig, dass 
die Meridiane durch äquidistante Parallelen und die Parallelkreise 
durch Gerade dargestellt werden, die auf jenen senkrecht stehen. 
Um diese Verhältnisse besser zu übersehen , wollen wir uns jetzt 
zunächst mit der Linie etwas näher bekannt machen, die ein Schiff 
auf der Kugelfläche beschreibt, wenn es immer nach derselben 
Himmelsrichtung segelt, also alle Meridiane unter demselben Win- 
kel schneidet. 

11. Wenn ein Punkt sich auf einer Kugelfläche so bewegt, 
dass er die verschiedenen Meridiane unter gleichen Winkeln schnei- 
det, so beschreibt er eine krumme Linie, die den Namen loxo- 
dromische Linie oder Loxodromie (Linie des schiefen Laufes, 
von \q%6$ = schief und 6 Sqojjlqs der Lauf abgeleitet) führt; 
Leibniz hat sie auch als rhombische Linie (rhombus, französ. 
rumb = Windstrich) bezeichnet. 



*) On an equal-surface projection for maps of the world and its application 
io certain anthroprologtcal questions. Edinburgh, Edmonston 1810 
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Es sei P ein Punkt der Kugeloberfläche, <p seine Breite, X die 

Länge, M ein benachbarter Punkt der loxodromischen Linie, <p x 

und X, Breite und Länge desselben; ferner werde durch M der 

Parallelkreis gelegt, welcher den Meridian von P im Punkte P, 

schneidet. Bezeichnet man dann den konstanten Winkel, welchen 

die loxodromische Linie mit dem Meridiane einschliesst, mit a, 

so ist 

P X M . 
~Pp- = tan a. 

Da aber P, M — a cos y • (X, — X), PP X = a (9> f — 9) ist, 
30 hat man die Gleichung 

(1) y—<p C0S * = ten "' 

in welcher 9>i — y, sowie X t — X bis zur Grenze Null abnehmend 
zu denken sind. 

Um aus der Gleichung (1) eine Gleichung zwischen der Breite 
9 und der Länge X abzuleiten, welche gestattet, zu jedem Werthe 
der einen den zugehörigen der anderen abzuleiten, führen wir eine 
neue Grösse cu ein, welche wir durch die Gleichung 

1 — sin ?> 

definiren. Bezeichnet man mit w, denjenigen Werth von tu, wel- 
cher dem Werth <f x entspricht, so findet man 

2 cos - Ä sin jr 

w- — cw 2 2 

• •■•• . , _ A _ 



9 t — 9 (1 - sin 9> t ) (t - sin 9) g> t ~ 9 

2 

und wenn man hier </>, — <jp in Null übergehen lässt, so verwan- 
delt sich, wie schon oft erwähnt, der zweite Faktor der rechten 
Seite in die Einheit und man erhält 

c»! — cu 2 cos <p 2w 

9, — 9 (1 — sin<jp)* cos 9 * 

Multiplicirt man diese Gleichung und die Gleichung (1) oder 
bestimmter 

COi — w 2w X! — X 

— s= mit tan a = — s — cos ^ , 

<p x — <p cos 9 9>! — V 

so verschwindet 9 ganz und man erhält die neue Gleichung 
(3) (a> l — w) tan a = 2co (X t — X). 

Wir wollen uns jetzt das ganze Intervall von X = bis zu 
einem bestimmten Werthe X in eine sehr grosse Anzahl n gleich 
grosser Theile getheilt denken; w , cu n a> 2 , . . ., cu„ = w mögen 
diejenigen Werthe sein, welche den Werthen der Länge 



0, 1 , 2 • — , . . . , n = A 

n n n 



8* 
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entsprechen. Statt der Gleichungen (3) kann man dann die fol- 
genden schreiben 

(«i — o) ) t*n * = 2c»p • — , 

(w ft — Co.) tan a = 2 w, • — , 
1 w 

(co n — tü n «i) tan a= 2 tü B -i • — , 

n 

die man anch wie folgt umwandeln kann* 

w i = w o(l + 2cota *"^r) 

X 

CO, 



tu 



> a = («j f 1 -f- 2 cot a • — J 
= tü B = cü a — 1( 1 "f" 2cot a . — J. 



Die Multiplikation dieser ^-Gleichungen ergiebt sofort 

(4) w = w M + 2cot a . — Y 

wo wir n unendlich gross zu nehmen haben, um ein richtiges Re- 
sultat zu erlangen. 

Nehmen wir nun als ersten Meridian denjenigen an, in wel- 
chem die Loxodromie den Aequator schneidet , setzen also 9 = 
für X = 0, so ergiebt sich mittelst der Gleichung (2) 

(5) w = 1. 

Um ferner die Bedeutung der rechten Seite der Gleichung (4) 
zu erkennen, wollen wir vorläufig statt des dort stehenden Aus- 
druckes den einfacheren 



o + i)" 



in Betracht ziehen. Da nun nach dem binomischen Lehrsatze all- 
gemein 

(t + a?) -1 + — *H i~2~ X ^ TTTTS *"+ — 

1 

so kann man vorstehenden Ausdruck für x = — in eine Reihe 

n 

entwickeln, der man die Form geben kann 

und, wenn man n = oo setzt, so verschwinden alle die Brüche 

— , — , . . . und man erhält 
n n 
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Den Werth der rechts stehenden unendlichen Reihe bezeichnet man 
herkömmlicher Weise mit dem Buchstaben e; bei wirklicher Aus- 
rechnung erhält man 

e = 2,71828 18284 59 . . . 

Was nun den allgemeineren Ausdruck 

+ t)" 

anlangt, so kann man demselben die Form geben 




• + ?) f I 



und da — ebenfalls unendlich gross ist, so ist für n = oo 
z 



und mithin 




= e 



(• + i) = *• 



Für z = 2 cot a • X erhält man die rechte Seite der Gleich- 
ung (4). Mithin ist 

2 cot a • 1 

üj = e 

oder umgekehrt 

2 cot a • X = l w, 

wo das Zeichen Z den sogenannten natürlichen Logarithmus bedeu- 
tet, dessen Basis die Zahl e ist. Durch Einsetzung des Werthes 
von w aus Gleichung (2) ergiebt sich schliesslich die gesuchte 
Gleichung der loxodromischen Linie 

(6) \ = ±t*nal !+ 8 ! n ^ = tan « | tan f-f-h?\ 

w 2 1 — sin y V 4 ■ 2 / 

Es mag noch besonders daran erinnert werden, dass in dieser 
Formel X nicht in Graden, sondern als Bogen auf einem Kreise 

mit dem Halbmesser 1 angegeben ist, so dass man also — statt 

90°, 4" stattt 45° schreibt etc. 
4 

12. Im Bezug auf die Form der Loxodromie ergeben sich 
ans der Gleichung (6) sofort zwei Eigenschaften. 

Zunächst erkennt man , dass es zu jedem Werthe von (fi nur 
einen einzigen Werth von X giebt; die Loxodromie schneidet 
also einen bestimmten Parallelkreis nur ein einziges 
Mal, indem sie sich, vom Aequator ausgehend, immer 
weiter von diesem entfernt und dem Pole nähert. 
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Dagegen kann man einen bestimmten Werth X um 2tt, 2 -2t, 
3 • 2-7T, . . ., überhaupt um jede beliebige Anzahl ganzer Umläufe 
vermehren und wird immer einen zugehörigen, im ersten Quadran- 
ten liegenden Werth von 9 erhalten. Die loxodromische Li- 
iue schneidet also den Meridianqnadränten unzählig 
viele Mal, indem sie sich dem Pole immer mehr und 
mehr in spi ralförmigen Windungen nähert. 

13. Nach dieser Betrachtung der loxodromischen Linie auf 
der Kngelfläche kehren wir zu unserer Plattkarte zurück. 

Es sei P ein Punkt der Kugel, N der Schnittpunkt seines Me- 
ridianes mit dem Aequator, A der Schnittpunkt des ersten Meri- 
dianes. Dann ist 

AN=a\, NP — a<p. 

Die entsprechenden Punkte der Karte mögen P', N\ A* heissen. 
Nehmen wir dann an, dass der Aequator der Karte nicht gerade 
die Abwickelung des Kugeläquators, sondern diejenige eines belie- 
bigen Parallelkreises vom Halbmesser b ist, so haben wir 

A t N t = x = b'k; 

und N'P* wollen wir mit y bezeichnen, wobei wir uns diese Grös- 
sen in irgend einer Weise von der Breite 9 abhängig denken. Ist 
dann ty der Winkel, den eine durch P gehende loxodromische 
Linie mit dem Meridiane einschliesst, so ist zufolge Gleichung (1), 
wenn man dort ä mit V vertauscht 

\ \ ' 

(7) tan V = y 1 cos y, 9 X - 9 = 0. 

Wenn man dagegen mit </" die Abbildung dieses Winkels be- 
zeichnet, so hat man die Gleichung 

(S) tan r == *' ~ * = h (Xl ~ X) 

y\ — y Vi - y 

und durch Vergleichaug der beiden letzten Gleichungen erhält man 
weiter 

(9) tan V = h (y * ~ V V • tan V- 

(yi —y) cos 9 

Bei den quadratischen Plattkarten ist b = a und y = a y, 
folglich 

(10) tau tp' = sec 9 • tan V, 

bei den rechteckigen Plattkarten bleibt 6, aber y hat ebenfalls den 

Werth #9>, mithin ist 

•l 

(11) tan tp' = -:— sec 9 • tan V; 

(X 

bei Lamberts isocylindrischer Projektion endlich ist b = a und 
y = a sin y, mithin 

y< — y _ a sin ffi — siny 

SPi ~ V 9\ — V 

und für 9>, — y = Ö geht, wie wir schon oft gesehen haben, die 
rechte Seite dieser Gleichung in a cos 9 über. Sonach hat man 
für dies« Karte. 
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(12) tan V = sec 2 V • tan tf>. 

Aus diesen Gleichungen ersieht man, dass nur für V == 0° 
oder 90° die beiden Winkel ty UI |d V*' gleich siud bei den oben 
besprochenen drei Karten; dieselben geben also die Winkel gegeu 
den Meridian im Allgemeinen nicht richtig an, eine Bemerkung, 
die rücksichtlich der quadratischen und rechteckigen Plattkartea 
im Alterthum schon Ptolemäus gemacht hat und die im Anfange 
des sechszehnten Jahrhunderts von Martin Cortes und später 
von Pedro Nunez wiederholt worden ist, bis endlich Mercator 
die richtige Abhilfe fand. 

Uebrigens bemerkt man, dass die Beziehung zwischen tp 1 und 

V die allgemeine Form 

tan ty' — k tan V 

besitzt, woraus (nach §. 10, Nr. 15) folgt, dass die Winkeländerung 

V -!- V ihren grössten Werth erreicht für 

tan V = ± |/-p tan V 7 ' = ± Y & 

Auch giebt es zu jedem Winkel V einen konjugirten Winkel u im 
Sinne der Nr. 15 des §. 10, so dass V — u = ^f — u' und 
zwar ist 

tan *p tan v = -r-, tan ty 1 tan u' = &. 

Noch wichtiger aber ist folgende Betrachtung. % Bewegt man 
sich auf der loxodromischen Linie, welche im Punkte P den Me- 
ridian unter dem Winkel */> schneidet, so bleibt V unverändert, 
auch wenn <p sich ändert. . In letzterem Falle aber wird tan tp' 
und mithin auch ip' selbst sich ändern, weil die rechte Seite der 
Gleichungen (10), (11) und (12) einen von <p abhängigen Faktor hat. 
Die Abbildung der Loxodromie schneidet also die Ab- 
bildungen der verschiedenen Meridiane unter verschie- 
denen Winkeln und kann folglich keine Gerade sein. 

Nur wenn der von y abhängige Faktor sec 9> oder sec 2 <p 
nahezu unveränderlich ist, was für kleine Werthe von (/>, also in 
der Nähe des Aequators der Fall ist, kann man die Ab- 
bildung der Loxodromie annähernd als eine gerade Li- 
nie betrachten. 

V. Mercator's Projektion. 

14. Sonach entsprechen die betrachteten Karten dem Zwecke, 
zu welchem man sie bestimmt hat, nur annäherungsweise inner- 
halb eines eng begrenzten Gebietes. Dagegen wird dieser Zweck 
vollständig erreicht, die Abbilduug der Loxodromie wird eine gerade 
Linie, welche die Abbildungen der Meridiane tinter demselben Win- 
kel schneidet, wie die Loxodromie die Meridiane selbst, wenn man 
y so wählt, dass in Gleichung (9) der Faktor von tan V den 
Werth 1 erhält. Man kann diese Bedingung in der Form schreiben 

(13) Jb-TL* -cos» = ft- 
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Diese Gleichung hat aber ganz die Form von Gleichung (I), 
nur daßs 

y x und y statt X t nnd X, sowie b statt tan a 

gesetzt ist. Auf demselben Wege, wie man von Gleichung (I) auf 
Gleich. (6) gelangt, lässt sich daher aus (13) der Werth von y ab- 
leiten: 



(14) y = b * tan (^ + -|-), 



während x = bX ist. Man sieht, dass die Wahl von b statt a nur 
den Maassstab der Karte ändert. 

15. Die erste Karte dieser Art wurde von Gerbard Mer- 
cator im August 1569 iu Duisburg konstruirt; Wiewohl Mercator 
keine ausführliche Theorie dieser Projektionsart gegeben hat, so 
hat er doch das Princip derselben vollständig bestimmt und klar 
in den Worten ausgedrückt: „Gradus latitudinum versus utrum- 
que polum auximus pro incremento parallelorum süpra rationetn, 
quam habent ad aequinoctialem." (Wir lassen die Breitengrade 
in demselben Grade wachsen, wie die Parallelkreise grösser sind, 
als dem Verhältnisse entspricht, in welchem sie zum Aequator ste- 
hen). Um diese Erklärung zu verstehen, erinnere man sich, dass 
ein Parallelkreis gleich ist dem Aequator raultiplicirt mit cos <jP; 
macht man nun auf der Karte den Parallelkreis ebenso lang, wie 
den Aequator, so vergrössert man ihn im Verhältnisse von 1 : sec <p ; 
und in demselben Maasse hat man nach Mercators Vorschrift den 
Meridiangrad von der Breite <f zu vergrössern im Verhältnisse zum 
Aequatorgrade. 

Natürlich ist die Konstruktion nur angenähert, wenn man auf 
die angedeutete Weise die Vergrösserung nur von Grad zu Grad än- 
dert; bei weitem genauer wird das Netz, wenn man von Minute zu 
Minute fortgeht und die absolute Länge einer Minute von der Breite 
<f gleich setzt der Länge einer Minute auf dem Aequator, raultipli- 
cirt mit sec <jp. 

Uebrigens führt die Gleichung (13) ohne weiteres auf diese 
Formel, wenn man <p % — 9 nicht gleich Null setzt, sondern als 
eine Minute annimmt; dann ist y, — y eine Meridianminute, und 
wenn man die Gleichung in der Form 

y x — y = b - 1' • sec <p 

schreibt, so drückt b • 1' eine Aequatormiuute aus und man hat 
genau die vorstehende Regel. 

Diese Regel ist zuerst von dem Engländer Eduard Wright 
in seinem Werke Certain Errors in Navigation detected and cor- 
rected. London 1689, augegeben worden, wo sich auch eine Tafel 
der Werthe von y, von Miuute zu Minute fortschreitend findet. 
Mau hat deswegen irrthümltch Wright bisweilen als den Erfinder 
dieser Karten bezeichnet, .wiewohl derselbe in der Vorrede des er- 
wähnten Werkes ausdrücklich angiebt, dass er seine Regel von der 
Karte Mercators abgeleitet hat. 

Die richtige Formel zur Berechnung von y hat zuerst Henry 
Bond im Jahre 1645 angegeben. * 
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16. Da überall ty — ty' ist, so sind überhaupt alle Winkel 
auf der Karte den entsprechenden Winkeln auf der Erdoberfläche 
gleich, die Karte liefert also eine konforme Abbildung. Wir 
werden daher der Mercator-Projektion im fünften Kapitel nochmals 
begegnen, wo wir auch die Abplattung der Erde berücksichtigen 
werden. 

Um die Linearvergrösserung h für einen Punkt der Breite 
<P zu finden, haben wir das Meridianelement auf der Karte gleich 
Vi "*" y» au f der Kugel dagegen a (9 t — 9\ und mithin ist, weil 
die Vergrösserung um einen Punkt herum der Konformität wegen 
nach allen Richtungen gleich ist, 

k = y ,\~~ y ' , für g>. - 9 = 0. 
a(9 t — 9) yi 

Wir wissen aber, dass die rechte Seite den Werth sec 9 hat. 9 
Mithin ist 

k = sec 9. 

Die Flächen vergrösserung hat demnach den Werth 

sec 2 y. 

Rücksichtlich der Verwendung ist zu bemerken, dass die Kar- 
ten nach Mercators Projektion gegenwärtig bei den Seefahrern all- 
gemein im Gebrauche sind. Da sie konform sind, also eine in 
den kleinsten Theilchen dem Originale ähnliche Abbildung geben 
und die Formen nicht verzerren, so eignen sie sich auch zu phy- 
sikalischen Uebersichtskarten sehr gut; nur ist hier in manchen 
Fällen der Uebelstand störend, dass diese Karten sich nicht bis an die 
Pole fortsetzen lassen. Da nämlich tan 90° = oo ist, so ist für 
<p = 90° auch y = oo. Die Grade werden daher in hohen Breiten 
sehr gross und man muss die Karte schliesslich abbrechen. Bei 
den gewöhnlichen Seekarten sind aber gerade die Partien in der 
Nähe der Pole am ehesten entbehrlich, da ja jenseits des 83. Gra- 
de? der Breite unsere Kenntniss der Erdoberfläche ohnedies vor- 
läufig aufhört. 

17. In folgender Tabelle geben wir die Werthe von y, von 5 
zu 5° fortschreitend für a = 1. 

Werthe von y = l tan ( — -\ — — J. 
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y 


9 


y 


0° 





50° 


1,01 


5 


0,0874 


55 


1,1542 


10 


0,1754 


60 


1,3170 


15 


0,2648 


65 


1,5065 


20 


0,3564 


70 


1,7354 


25° 


0,4509 


75 


2,0276 


30 


0,5493 | 


80 


2,4362 


35 


0,6528 | 


85 


3,1313 


40 


0,7629 | 


90 


oo 


45 


0,88 t 4 ! 







VI. Aequivalente Cylinderprojektion eiser Kugelzone. 

tS. Wenn es sich um die Abbildung einer Kugelzone handelt, 
deren mittlerer Parallelkreis die Breite V besitzt und also den 
Umfang 

2a w cos V 
hat, so kann man sich einen normalen, der Erdachse parallelen 
Cy linder denken, dessen Basis jener Kreis ist, und man kann nun 
eine Kugelzone, die sich von der Breite </* bis zur Breite f er- 
streckt, durch eine cylindrische Zone von der Höhe y repräsenti- 
ren. Es ist dann 

die Fläche der Cylinderzone = 2a w cos >j> ■ y, 
„ „ „ Kugelzone = 2a a ir (sin f — sin V) 

Stellt man nun die Bedingung der Aeqnivalenz, der Gleich- 
heit der Kugel- und Cylinderzone, so erhält man für y die Formel 

_ a (sin y — sin <p) 2 ___2 

y ~ cos ty ~ cos V 

». - (| Der mittlere Parallelkreis wird natür- 

''' lieh in seiner wahren Grösse dargestellt, die 

Meridiane dagegen erscheinen als äquidistante, 
parallele Gerade. 

Den Werth y kanu man übrigens leicht 
konstrniren. Ist in Hg.» MA = a, ,/ AMB 
= »p und verlängert man die in A auf MA 
errichtete Senkrechte bis znra Schnittpunkte 
C mit dem verlängerten Halbmesser MB, 
so ist 

MC = -^r. 
cos tfr 

und wenn man nun mit MC als Halbmesser eiuen Kreis um M 
schlägt, ,/_AMD = <f macht nnd DE parallel zu MA zieht, so 
ist CE = y. 

§. 14. 
Fortsetzung. 
I. Allgemeines. 
1. Im vorhergehenden Paragraphen haben wir eiue Anzahl 
Cylinderprojektionen kennen gelernt, bei denen" die Cylinderachse 
mit der Achse der Erd- oder Hiramelskugel zusammenfallt. Es 
giebt aber noch analoge Darstellungen, bei denen als Achse des 
Cyliuders irgend ein Durchmesser des Aeqnators oder auch irgend 
ein beliebiger Durchmesser der Kugel angenommen wird. Im gegen- 
wärtigen Paragraphen sollen einige derartige Abbildungsweisen näher 
besprochen werden. 
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2. Wir wollen zunächst annehme», ein Durchmesser BB, des 
Aeqnators sei die Achse des Cylinders uud letzterer berühre die 
Kugel längs des Meridiaaes, der von B und B x um 90° abstellt. 

Die Abbildung dieses Meridianes, des ersten Meridianes, ist 
eine gerade Linie, die Achse der y, deren Theile gleich den Tbei- 
leu des Meridianes selbst sind. 

Der Aeqnator erscheint als eine auf der vorigen senkrechte 
Gerade, als Achse der x. 

Legt man auf der Kugel durch die Endpnukte B und B x des 
Aequatordurchmessers , welcher die Cylinderachse bildet, grösste 
Kreise, etwa von 10 zu 10 Grad, so erscheinen dieselben in der 
Abbildung als Gerade, die parallel zur «-Achse gehen und gleich- 
weit von einander abstehen. . 

Legt man ferner Kreise anf der Kugel, welche zum Aeqnator 
parallel gehen, so erscheinen diese als Gerade, welche parallel zur 
y-Achse geben. 

3. Ks geht hieraus hervor, dass ein Punkt der Kugel als 
Durchschnitt zweier Kreise er- Jig. 51, 

scheint, die analog deu Meridia- 
nen und Parallelkreiseu liegen, nur 
dass an die Stelle des Aeqnators 
der erste Meridian getreten ist. 

Es sei in Flg. äl M der Mit- 
telpunkt der Kugel vom Halb- 
messer a, AQ ein Quadrant des 
ersten Meridianes, AB ein Qua- 
drant des Aeqnators. Ist nun P 
ein beliebiger Punkt des abgebil- 
deten Kugeloktanten, so bat man 
zu seiner Bestimmung nach alter 
Weise 

den durch P gehenden Meridian QE und den Parallelkreis 
CD und die Koordinaten sind 

die Breite EP = AD — fp nud 
die Länge DP = AB = X. 
Nach der neuen Weise ist aber P bestimmt mittels 

des durch B unu P gehenden grössten Kreises BF und 
des zum ersteu Meridiane parallelen Kreises GH; Koordina- 
ten sind 

FP = AG~ f, und GP — AF = X,. 

4. Ura ein Paar Formeln zur Verwandelung der neuen Koor- 
dinaten in die alten und umgekehrt zu erhalten betrachten wir die 
von P auf die Aequatorebene gefällte Senkrechte PN, welche man 
zunächst aus dem rechtwinkligen Dreiecke MPN mittelst der 



Formel 

erhalten 
ecke PKN 



PN = MP sin EMP = a sin <f 
erhalten kann. Andererseits ist aber auch im rechtwinklig! 

PN = KP sin GKP = KP sin X„ 
1 rechtwinkligen Dreiecke MPK 
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KP = MP sin BP = a sin (90° — 9> t ) = a cos y, 
ist, so hat man anch 

PN = a cos 9>i sin X f . 
Die Gleichsetzung beider Werthe von PN giebt 

sin 9> = cos <jp f sin X,. 
Aus der vollständigen Analogie zwischen 9> und X «iner- und 
<jP, und X, andererseits folgt, dass auch 

sin <p x = cos <jp sin X 

ist. Aus diesen zwei Gleichungen entwickelt man noch durch ein- 
fache Rechnung 

cot X = cos X t cot 9>j 
cot X, = cos X cot qp 

und hat nunmehr die Transformationsformeln 

..X |sin <p x = cos 9 sin X, sin y = cos <p t sin X t 

^ ' jcot X| = cos X cot y, cot X = cos X, cot 9> t . 

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir gleich zur Besprechung 
einiger hierher gehörigen Projektionen über. 



II. Die Cassini'sche Projektion. 

. 5. Diese Projektion ist von dem Astronomen CSsar-Franfois 
Cassini de Thury (1714 — 1784) bei der grossen Karte von Frank- 
reich in Anwendung gebracht worden, die unter seiner, seines Soh- 
ues Jean Dominique und Maraldi's Leitung im Jahre 1745 
begonnen und 1793 von dem jüngeren Cassini vollendet wurde.*) 

Es ist verhältnissmässig leicht, die Richtung eines Meridianes 
auf der Erde anzugeben und ebenso kann man ohne grosse Schwie- 
rigkeit eine Linie senkrecht zu diesem Meridiane angeben. Letztere 
liegt aber In dem grössten Kreise, der senkrecht auf dem Meridiane 
steht, im sogenannten ersten Vertikalkreise des Schnittpunktes bei- 
der Kreise. Der Parallelkreis berührt diesen Vertikalkreis nur in 
einem Punkte. Wenn man nun (Fig. 51) auf einem festen Meridiane, 
den man als ersten annimmt, den Bogen AF = X t und auf dem 
ersten Vertikal von F den Bogen FP = <p x misst, so ist der Ort 
P bestimmt. Statt des Punktes A des Aequators kann man auch 
irgend einen anderen festen Punkt des ersten Meridianes anneh- 
men und von ihm aus die Koordinaten bis zum Punkte F messen. 

Cassini nahm als ersten Meridian den durch die Pariser Stern- 
warte gehenden an, diese Sternwarte selbst bildete den Anfangs- 
punkt für die Messung der Koordinaten auf dem ersten Meri- 
diane. Auf der Karte erscheint der erste Meridian als gerade 
Linie (y-Achse) und die darauf senkrechten Bögen grösster Kreise 
erscheinen als senkrechte Gerade; die Koordinaten OF und FP 
jedes Punktes P sind nach ihrem richtigen GrÖssenverhältniss, im 
Verhältnisse 86400 : 1 verkleinert, auf der Karte dargestellt. Letz- 



*) Carte geometrique de la France. 184 flh. 1150 — 1193. Paris, Longuet. 
(Maassstab V«moo.) 
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tere enthält gar keine Meridiane nnd Parallelkreise , sondern nur 
die beiden Systeme sich rechtwinklig kreuzender Geraden. 

6. Es ist leicht von den Koordinaten der Cassini'schen Karte 
auf die Länge und Breite überzugehen. 

Ist <p die geographische Breite des Anfangspunktes und 
wird der Bogen OF mit y bezeichnet (und auf der Karte durch 
die geradlinige Strecke y dargestellt), so ist y -f- y identisch mit 
der Grösse AF = k t unserer Formel (1), wogegen FP = x mit 
<p t zusammenfällt. Wir haben daher die Formeln 

,-* 1 sin x = cos y sin X 

w I cot (y + y) = cos X cot (p. 

Aus diesen zwei Gleichungen erhält man durch Elimination 
von X die Gleichung der Abbildung des Parallelkreises 
von der Breite <p 

(3) sin *a? -f- cot * (*Po + y) s * n *9 = cos **P 

und durch Elimination von <P ergiebt sich die Gleichung der 
Abbildung des Meridianes von der Länge X 

(4) [cos *X + cot a (y + y)] [sin *X — sin *x] = sin a X cos 2 X. 

Meridiane wie Parallel kreise stellen sich daher auf der Karte als 
transcendente Linien dar. 

7. Wie man sieht, ist diese Projektion im Grunde nichts wei- 
ter als eine quadratische Plattkarte, nur dass der Aequator durch 
den ersten Meridian ersetzt ist. Man darf daher diese Darstellungs- 
weise, will man nicht in grobe Fehler verfallen, nur auf eine ver- 
hältnissmässig schmale Zone zu beiden Seiten des ersten Meridians 
beschränken. 

Setzen wir ausserdem noch voraus, dass auch in der Richtung 
des ersten Meridianes die Carte nur eine geringe Ausdehnung be- 
sitzt, so nehmen die vorstehenden Gleichungen eine etwas ein- 
fachere Gestalt an. 

In den Formeln (2) und (4) ist der Erdhalbmesser = 1 ge- 

x y 

setzt worden; setzen wir ihn = a, so müssen wir — und — an die 

a a 

Stelle von x und y in diese Formeln einsetzen. Unter der An- 
nahme, dass sowohl x als <p — <p sehr klein sind, werden aber 

x tf 

auch — und — sehr kleine Brüche sein , und man kann dann in 
a a 

den vorstehenden Formeln 

statt sin x cos x tan y 

... x ,1a;* y 

schreiben — 1 — 



a 2 a* a 

Setzt man diese Werthe ein, so ergeben sich nach einigen ein- 

x . y 
fachen Entwickelungen, bei denen höhere Potenzen von — und — 

als die zweite vernachlässigt werden, anstatt (3) und (4) die bei- 
den Formeln 

(3a) (y-a coty )*+a?«=a» coty [coty + 4 sini(y— y )]. 
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(4a) (y + a tan y )* + 2a sec <p cot X • x = a* (2 + tan *3P ). 

Man siebt daraus, dass man für kleine x und y die Abbil- 
dungen der Parallelkreise als kreisförmig, die der Meridiane als 
Parabelbögen ansehen darf. 

m. Lamberts isocylindrische Transversal-Projektion. 

8. Dieselbe bildet das Seitenstück zu der unter III. des **&• §• 
behandelten Larobert'schen Projektion, nur dass an die Stelle des 
Aequators der erste Meridian tritt. 

Rechnen wir die y und x vom Durchschnittspunkte der beiden. 
Geraden an, die den ersten Meridian und den Aequator darstellen, 
so ist (zufolge III. des vor. §.) 

y = X, und x = sin <jp n 

wenn der Radius a der Kugel als Einheit genommen wird. Mit- 
telst der Gleichungen (1) erhält man sonach 

(8) cot y = cos X cot <jß und x = cos <p sin X. 

In den beiden nachstehenden Tabellen sind die diesen Formeln 
entsprechenden Werthe von x und y angegeben. 
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Mittelst der in dieser Tafel angegebenen Werthe von x nnd y 
lässt sich das Netz auf Taf. HI, Fig. XT1 zeichnen. 

9. Ans den Gleichungen (8) erhält man durch Elimination von 
9>, beziehentlich von X die Gleichungen der Abbildungen 

des Meridianes von der Länge X 

(9) x* (1 -f cos *X tan *y) — sin *X 
und des Parallelkreises von der Breite <p 

(10) tan 2 y (cos *y — a? a ) = sin *y. 

Beide Kurven sind hiernach transcendent. Man erkennt aber 
aus den beiden Gleichungen, dass beide Kurven symmetrisch sind 
zur X- wie zur y-Achse; man kann also die vier Punkte, welche 
die gleiche südliche oder nördliche Breite und dieselbe östliche 
oder westliche Länge besitzen, auf einmal zeichnen. Der Meridian 
von ^z 90° stellt sich ferner in Form zweier zum Aequator pa- 
rallelen Geraden dar, welche die Parallelkreise und die Meridiane 
symmetrisch theilen. Wenn man die ganze Erdoberfläche darstellt, 
wie unser Netz, Flg. XTI, es thut, so erscheint die Abbildung in 
vier immer paarweise symmetrische Figuren getheilt; die oberste 
nnd unterste Begrenzungslinie bildet wieder der Aequator. Der 
Mittelmeridian (erste Meridian) wird durch die Parallelkreise in 
gleiche Abschnitte getheilt; ausserdem erkennt man aus der Ver- 
gleichung der obersten Horizonial- und der letzten Yertikalreihe in 
der Tabelle für #, dass der Meridian von 90° in derselben Weise 
wie der Aequator getheilt wird. Die Aequatorgrade nehmen von 
der Mitte aus bis zu 90° Länge ab; an der ersteren Stelle sind sie 
den Breitengraden gleich, bei 90° Länge dagegen Null. 

10. Aus dem vorigen Paragraphen wissen wir, dass diese 
Darstellungsweise aequivalente oder flächengleiche Abbildungen giebt. 

Wir haben dort auch gesehen, wie die Winkel geändert wer- 
een. Ist ty der Winkel, den eine gewisse Richtung mit dem durch 
die beiden Aequatorpunkte B und B t und durch den Punkt mit 
den sphärischen Koordinaten 9>, und X, gehenden grössten Kreise 
einschliesst, so ist die Abbildung *p' dieses Winkels durch die 
Gleichung bestimmt 

tan V' = sec 2 <p t • tan V 
[vergl. Nr. 13 des vorigen §., Gleich. (12)]. 

Man sieht hieraus, dass nur für <p x = die Winkel V und tfj* 
einander gleich sind; also längs des ersten Meridianes werden die 
Winkel nicht geändert. 

Für jeden andern Werth von <p t ist V' grösser als ty und zwar 
ist die Differenz ty' — V am grössten, wenn 

tan V = db cos Vn tan ^ = i sec 9i 
ist. Ausserdem giebt es zu jeder Richtung V elue konjugirte u, 
so dass V "~ v = V — ü ' i s t> un( * zw &r ist 

tan ip tan u = sec *<jp,. 

11. Aus dem, was über die Aenderung der Winkel gesagt 
worden, ergiebt sich, dass die Darstellungsweise vorzugsweise in der 
Nähe des ersten Meridianes brauchbar ist. Sie eignet sich also 
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namentlich zur Abbildung von Ländern, die eine grosse Ausdehnung 
in der Richtung von Süd nach Nord besitzen und nur eine relativ 
geringe von Ost nach West, wie dieses beispielsweise mit den 
amerikanischen Kontinenten der Fall ist. Für diesen Fall ist sie 
auch von . ihrem Urheber, Lambert, empfohlen worden. Zur Dar- 
stellung einer ganzen Halbkugel oder auch nur eines Stuckes der 
Erdoberfläche, das sich auf 60° etwa zu jeder Seite des Mittel- 
raeridianes erstreckt, würde sie sich wegen der bedeutenden Ver- 
zerrungen, die sich dann nach, dem Rande hin geltend machen, 
nicht mehr eignen. 

IV. Lambert's konforme Cylinderprojektion. 

12. Es ist dies Nichts weiter, als die Projektion Mercators, 
angewandt auf die Koordinaten <p x und X, anstatt <jP und X, Hier- 
nach ist, wenn man den Kugelhalbmesser a — 1 setzt 

und wenn man auf diese Gleichungen die Transformationsformeln 
(1) anwendet, so erhält man sofort die beiden Gleichungen 

/.-n A -\ , 7 1 4- cos </> sin X 

(1 1) cot y = cos A cot <jp, x = i l - — : — v 

v ' * 2 1 — cos <jP sin X 

Die folgenden beiden Tafeln geben uns die Werthe von x und 
y, welche verschiedenen Längen und Breiten entsprechen. 



Gretschel, Karten-Projektion. 9 
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13. Die Abbildung, welche eine derartige Karte giebt, ist, wie 
«bei Mercator's Projektion, konform; es wird also die Aehnlichkeit 

in den kleinsten Theilcheu gewahrt. * Die Linearvergrösserung in 
einem Punkte mit der Koordinate <p x ist (zufolge Nr. 15 des vo- 
rigen §.) 

_ J 

cos <f x ' 

d. i. znfolge der Gleich. (I) dieses Paragraphen 

1 

V"l — "cos «yTin *ÄT' 
Für kleine Werthe von X ist dieser Werth nicht zu sehr von 
der Einheit verschieden, mit wachsenden Werthen von X aber nimmt 
er rasch zu und ist bei X = 90° gleich sec y. 

Diese Projektion eignet sich daher, wie die vorige, vorzugs- 
weise zur Darstellung grosser, in der Richtung von Nord nach Süd 
sich erstreckender Gebiete der Erdoberfläche, die aber nur eine re- 
lativ geringe Ausdehnung von Ost nach West besitzen. Den Haupt- 
vorzug der Mercator's-Projektion , dass die Loxodrome als gerade 
Linie erscheint, besitzt diese Lambert'sche Darstellungsweise nicht, 
sie entspricht daher nicht den Bedürfnissen der Seefahrer; da- 
gegen giebt sie die Polarregionen in ganz brauchbarer Weise wieder. 
Die Flg. XVII zeigt uns das Gradnetz, auf Grund vorstehender 
Tabellen mittels der Koordinaten x und y zu konstruiren. 

V. Die Cylinderprojektion von I. Weteh. 

14. Wenn man einen Cylinder um die Kugel legt, der dieselbe 
längs des Aequators berührt und vom Mittelpunkte als Projektions- 
centrum aus die Meridiane und Parallelkreise auf diesen Cylinder 
projicirt, denselben darauf abwickelt, so erscheinen die Parallel- 
kreise in der Abbildung als parallele Gerade, deren Abstand vom 
Aequator durch die Gleichung 

y = tan <p 

bestimmt ist, wenn der Kugelhalbmesser a = 1 gesetzt und mit ff 
die Breite bezeichnet wird, während der Meridian von der Länge 
k durch eine senkrechte Gerade repräsentirt wird, deren Abstand 
von der Abbildung des ersten Meridianes 

x = X 

ist. Diese Abbildungsweise ist weder äquivalent noch konform, sie 
hat überhaupt keinerlei Vorzüge, ausser der Leichtigkeit ihrer Kon- 
struktion und würde sich nur zur Darstellung einer schmalen Ae- 
quatorialzone eignen. 

Diese Projektion ist von I. Wetch in Vorschlag gebracht 
worden mit der Modifikation, dass er die Berührung längs eines 
Meridianes stattfinden lassen will. Es wird dann 

x = tan y, und y = X,, 

mithin zufolge Gleich. (1) 

9* 



(12) a — — : — —-—==-= v = Ä rc C ot (cos X cot V). 

» 1 — cos *y gm *X ' 3 v T/ 

Wir liabeo diese Projektion nur der Vollständigkeit halber er- 
wähnt. 

VI. Abbildung einer gegen den Aequator geneigten Zone. 

15, Wenn man eine von zwei Parallelkreisen begrenzte Kugel- 
zone darzustellen hat, die aber weder mit dem Aeqnator, noch mit 
einem Meridian parallel liegt, so kann man sich einen grössteu 
Kreis denken, der mit der Zone parallel geht, längs desselben ei- 
nen Cylinder um die Kugel beschreiben nnd auf diesem Cylinder 
die Kugel abbilden. 

~. In Fig. 52 stelle AB einen Quadran- 

*' ' ten des Aeqnators, AQ einen solchen des 

ersten Meridianes, AC einen Quadranten 
des gross ten Kreises, der mit dem Ae- 
quator einen Winkel v einschliesst, AS. 
einen Quadranten des darauf senkrechten 
grössteu Kreises vor. Ein Punkt P kann 
dann bestimmt werden 

entweder durch die Koordinaten 

AN=X und NP = ff 
oder durch die Koordinaten 

AL= X, und LP = ?>,. 
Iu dem sphärischen Dreicke PQR 
ist dann 

PQ = 90° — y, PR = 90° — <p„ QR = v, 
£ PQR = 90 n — KZ. QR? = 90.. + *, 
und man hat daher den beiden ersten Fundamentalsätzen der sphä- 
rischen Trigonometrie (erweiterter Pythagoreischer und Sinns-Satz) 
zufolge die, zwei Formeln 

i sin y, = cos v sin f -\~ sin v cos *f' sin X 

(13) ] , cos X cos f 
' I cos A. = 

I ■ cos f , 

Wenn man v = 90" annimmt, so geht die erste dieser Formeln 
ohne Werteres in die erste der Formeln (I) über nnd aus der an- 
dern erhält man nach leichter Transformation die zweite der 
Gleichungen (1). 

Wenn man nun auf dem längs AC umschriebenen Cylinder ein 
Stack der Kngelfläche abbildet, so erscheint die geradlinige Ab- 
wickelung von AC als «-Achse, die darauf senkrechte geradlinige 
Abbildung von AR als y-Aclise und man erhält die rechtwinkligen 
Koordinaten x und y so wie im vorigen Paragraphen besprochen 
worden, mittels <f t und X, ausgedrückt. Mittels der Gleichungen 
(13) kann man diese sphärischen Koordinaten durch tp und X er- 
setzen. 
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16. Für die quadratische Plattkarte x = X x , y = <p t 
erhält man so 

| f sin y = cos v sin y ~t~ sin v cos (f> sin X 

(14) / ' cos X cos <f 

i cos X = — -^ r -_-_ r __. 

f M — (cos v sin <p -f- sin v cos <f sin X)* '. 

für die äquivalente Projektion Lambert' s ist x — \ i ± 
y = sin <jß 19 mithin 

U=s cos v sin <p -f- sin v cos <p sin X 

(15) ' cos X cos tp 

J cos x = -. , — - 

f Vi — (cos v sin y -f- sin v cos <jp sin X) 4 

und für Mercator's Projektion 



oder 



/ * * 1 — sm #>, 



(16) 



/ \ -\- cos v sin y -f- sin v cos y sin X 

\ 2 I — (cos v sin y -f- sin v cos <jP sin X) 



1 cos o? = nr 



cos X cos <jp 



(cos v sin <p -[- sin v cos <jp sin X)* 

Mittels der aus diesen Formeln berechneten Koordinatenwerthe 
kann man hinlänglich viele Punkte der Kurven konstruiren, welche 
die Meridiane und Parallelkreise repräsentiren, und durch gehörige 
Verbindung dieser Punkte erhält man dann diese Kurve selbst. 
Freilich bleibt die Berechnung der Koordinaten immer eine sehr 
umständliche Arbeit, auch wenn man den vorstehenden Formeln 
durch Einführung von Hilfswinkeln eine für die Rechnung beque- 
mere Gestalt giebt. 

§. 15. 
Die Kegelprojektion. 

I. Allgemeine Bemerkungen. 

1. Die Kegelprojektionen sind ganz analog den Cylinderpro- 
jektionen: eine bestimmte Zone der Erdkugel, um deren Darstellung 
es sich handelt, wird ersetzt durch eine Zone auf der Mantelfläche 
eines normalen Kegels, der entweder die Kugel berührt, oder sie 
schneidet. Auf die Kegelfläche werden die Kreise, welche sich auf der 
Erde befinden, nach bestimmten Regeln übertragen, doch immer so, 
dass die Parallelkreise als parallele Kegelkreise und die Meridiane 
als gerade Linien, als Erzeugende der Kegelfläche auftreten. Dann 
wickelt man den Kegelmantel ab, legt ihn in eine Ebene, und nun 
erscheinen die Parallelkreise als Bögen koncentrischer Kreise, deren 
gemeinsamer Mittelpunkt die Spitze des Kegels ist; die Meridiane 
aber stellen sich als gerade Linien dar, welche nach diesem Mit- 
telpunkte konvergiren. 
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2. Abgesehen von der Einfachheit der Konstruktion solcher 
Karten, haben sie noch die Vortheile, 

dass die rechtwinklige Lage der Parallel kreise und Meri- 
diane nnd ebenso die parallele Lage der Parallelkreise ge- 
wahrt bleibt, 

und dass gleiche Winkel zwischen Meridianen oder gleiche 
Unterschiede in der geographischen Laiige auch auf der Karte 
gleich gross, wenn auch nicht in wahrer Grösse, erscheinen. 

3. Da übrigens die Parallelkreise auf dem Kegel an Grösse 
abnehmen, wenn man sich der Spitze nähert, ähnlich wie dieselben 
auch auf der Kugel mit der Annäherung an den Pol kleiner wer- 
den, so ist von Haus ans einleuchtend, dass man bei der Kegel- 
projektion mehr Mittel zur möglichst genauen Darstellung in der 
Hand hat, als bei der Cyliuderprojektion. 

II. Die Abwickelung des Tangentialkegels. 

4. Man nimmt einen normalen Kreiskegel an, welcher die 
Kugel längs des Mittelmeridiaues der abzubildenden Zone berührt; 
dann verlängert man die Ebene der Parallelkreise nnd Meridiane 
bis zum Durchschnitt mit der Mantelfläche des Kegels uud wickelt 
znletzt die letztere ab. 

Flg. 33 zeigt hinlänglich deutlich dieses Verfahren nnd sein 
Ergebnis». AA, bedentet in dem linken Theile der Figur den 
Durchmesser des mittleren Parallelkreises von der Breite <f,, AS 
und A,S sind die beiden Erzeugenden des Berührnngskegels, welche 
in der Ebene des Meridiaues AQA y liegen. Der mittlere Parallel- 
kreis, der in seiner wahren Ausdehnung iu der Abwickelung er- 
scheint, ist mit dem Halbmesser 

(1) J 4S = «coty 1 

beschrieben. Der Winkel am Centrum S des Sektors, den die Ab- 
wickelung der Mantelfläche bildet, ist (vergl. die Fig. links) 
Sij. 53. 



AN 
360° •^- = 360°sin9) 1 . 

Wenn also zwei Meridiane auf der Kugel den Winkel A eiu- 
schliessen, so bilden die beiden Halbmesser der Abwickelung, die 
ihnen entsprechen, einen Winkel 



» • 
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(2) X • siu y, 

miteinander. Die Abbildungen der Parallelkreise sind übrigens 
mit Ausnahme des mittleren, sämmtlich grösser als die Originale 
auf der Kugel, was schon daraus folgt, dass die Kugel innerhalb des 
Kegels liegt, und auch die Abschnitte, welche die Parallelkreise 
auf den Meridianen bilden, werden in der Karte unrichtig angegeben. 

5. Dem letzteren Debelstande begegnet man indessen durch 
eine einfache Modifikation der Konstruktion. 

Man tragt nämlich auf einem der Meridiane, z. B. auf dem 
mittelsten von A aus uach Süd und Nord die wahren Längen der 
Meridianbögen ab und legt dann durch die so erhaltenen Punkte 
Kreisbögen, deren Mittelpunkt S ist. Diese letzteren, in der Hg. 53 
rechts punktirt dargestellt, sind daun die Abbildungen der Parallel- 
kreise, während die Meridiane umgeändert bleiben. 

Damit wird gleichzeitig auch dem anderen Uebelstande, dass 
nämlich die Parallelkreise zu lang werden, bis zu einem gewissen 
Grade abgeholfen. 

Der Radius, mit welchem die Abbildung des Parallelkreises 
von der Breite <p konstruirt wird, beträgt jetzt 

(3) p = a [cot9> 1 — (y — ?,)] 
und die lineare Ausdehnung dieses Kreisbogens ist 

(4) u 4 = 2 £tt sin y, = 2 aic (cos <p x — (<p — <f t ) sin yj. 
Da nun der Umfang des Parallelkreises auf der Kugel 

U = 2 «TT cos <p 

ist, so hat der Unterschied u* — u den Werth 

(5) u' — u — 2 an [cos <f\ — cos <jP — (y — y,) sin <jp,]. 

In diesen Formeln hat man, wenigstens in der Differenz ff — <jp,, 

die Grösse (p und (f x nicht nach Graden, sondern in Bogenmaass 

"ausgedrückt zu denken, d. h. es bedeutet <f denjenigen Bogen eines 

w 

Kreises vom Halbmesser 1, dessen Centriwinkel 360° • -r— Grad 

2?r 

misst. Ist ein Winkel, etwa <p in Graden angegeben, so findet 
man seine Grösse in Bogenmaass, wenn man die Anzahl seiner 
Grade mir 0,01745329 multiplicirt. 

Da nun cos <p l — cos <jp nichts weiter bedeutet, als die senk- 
rechte Projektion des Bogens <jp — y, auf den Radius, von wel- 
chem aus man die Centriwinkel und die Bogen zählt, und da das 
Bogen element im Anfauge von <jP — *P\ m ' 1 ^ jenem Radius den 
Winkel 90° — <p t , am Ende aber den Winkel 90° — <p einschliesst, 
so liegt der absolute Werth der Differenz cos <f x — cos <p zwischen 
den Grenzen 

(6) (<P — y.) sin (p und (q> — <p x ) sin y„ 

wo bei der Differenz <jp — <jp, ebenfalls der absolute Werth in Be- 
tracht kommt. 

Ist nun <P grösser, als <jP t , so sind beide Differenzen 

(7) cos (f t — cos <p und <p — <p x 

positiv und von den beiden Grenzen (6) ist (y — 9i) sin <f x die 
kleinere, also 



u 
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cos <p % — cos (p > (<jP — <p x ) sin 9, 

und mithin die Differenz u* — u positiv. 

Ist dagegen <p kleiner als y,, so sind die beiden Differenzen 
(7) beide negativ, und da y t der grössere Winkel ist, so ist 

(y, — 9) sin (f t 
die obere der beiden Grenzen, zwischen denen cos <jP — cos <5P f 
liegt; mithin ist 

cos <p — cos </>! — (</>! — (f) sin <f l 

negativ, und also die Differenz u $ — u auch in diesem Falle 
positiv. 

Man sieht also, dass die Abbildung eines -Parallelkrei- 
ses im Allgemein en immer grösser ist, als dieser selbst, 
dass also die Karte in Richtung der geographischen Länge stets 
die Dimensionen relativ vergrössert. Nur auf dein mittleren Pa- 
rallelkreise werden die Längengrade in dem richtigen Verhältnisse 
zu den Breitengraden dargestellt; hier werden daher auch die rich- 
tigen Werthe der Winkel gewahrt. 

Daraus ergiebt sich, dass man derartige Karten, will man nicht 
zu grosse Fehler erhalten, auf eine schmale Zone einschränken 
muss, die den Mittel parallelkreis enthält. 

6. Bei dieser Darstellungsweise lässt sich übrigens der Ab- 
plattung der Erde in sehr einfacher Weise Rechnung tragen. Zu- 
folge S. 42 hat nämlich der Halbmesser NA des mittleren Parallel- 
kreises (Fig. 53) den Werth 

a cos W , 
1 V"i — £ 2 sin 2 y t 

und mithin ist der Halbmesser des Kreisbogens, welcher in der 
Abwickelung den mittleren Parallelkreis darstellt, 

,r^ a ä <*> cot Vi 

(8) SA = r x cosec y, = -, ^- j 

Vi — £ * S in 2 Vl 

Der Winkel zwischen den beiden äussersten Radien des Sektors, 
der die Abwickelung des Kegelmantels giebt, hat au oh hier den 
Werth 

360° • sin y n 

und dlte Abbildungen der verschiedenen Parallelkreise findet man 
nach der im Eingange der Nr. 5 gegebenen Regel, nur muss man 
diejenigen Bogenlängen abtragen, welche der elliptischen Form der 
Meridiane zukommen. 

7. Als Erfinder der konischen Projektion gilt Claudias 
Ptolemäus, weil derselbe im 24. Kapitel des ersten Buches sei- 
ner Geographie ein Verfahren zur Abbildung der damals bekannten 
Welt angiebt, was als Abwickelung eines Kegels betrachtet werden 
kann, der die Erde längs des Parallels von Rhodus (36° nördl. 
Breite) berührt. 

Wird nämlich die Länge eines Meridiangrades als Einheit ge- 
nommen, so erscheint nach der Konstruktion des Ptolemäus der 
Parallel von 36° als ein Kreisbogen, dessen Halbmesser 79 Ein- 
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beiten zählt. Nun ist aber, wenn ein Meridiangrad gleich Eins ge- 

setzt wird, der Halbmesser a = — — = 57,30, und weiter 79 = 

1,3788 • 57,30 = 1,3788 • a; da aber cot 36° = 1,3764 ist, so ist 
der Halbmesser der Parallelkreis-Abbildung nahezu gleich a cot 36°, 
entsprechend unserer Formel (1). 

Die Meridiangrade trägt Ptolemäus alle von gleicher Länge, 
als Einheiten auf, und zwar trägt er von dem Parallel von Rhodus 
aus 36 Theile nach Süden ab, um den Aequator zu erhalten, und 
63 — 36 oder 27 Theile nach Norden, um den Parallel von Thule 
(63° nördl. Br.) zu bekommen; diese Kreise erscheinen daher als 
Bogen, deren Halbmesser 79 + 36 = 115 und 79 — 27 = 52 Ein- 
heiten haben. 

Ferner trägt Ptolemäus auf dem Parallel von 36° auf jeder 
Seite des mittleren Meridianes 18 Bogen von der Länge 4 ab, de- 
ren jeder 5 Längengrade darstellt, und vereinigt die so erhaltenen 
Endpunkte mit dem gemeinsamen Mittelpunkte der Parallelen. Mit 
andern Worten, er giebt auf dem Parallel von 36° jedem Längen- 
grade die Grösse $ , was nahezu mit 0,8192 = cos 36° überein- 
stimmt, als derjenigen Länge, die ein solcher Grad wirklich hat. 

Durch diese Konstruktion bekommen die Längengrade des Pa- 
rallels von Thule und des Aequators das Verhältniss 52 : 115 oder 
0,4522 : 1 , während dieses Verhältniss in Wirklichkeit cos 63° : l 
oder 0,4540 : 1 ist, was nicht erheblich von dem vorigen abweicht. 
Doch sind die Grade sowohl auf dem Parallel von Thule als auf 
dem Aequator zu gross im Vergleich zu den Meridiangraden; auf 

115 

dem Aequator z. B. ist ein^ Grad = $ • = 1,1646, anstatt 

dass er der Einheit gleich sein sollte. 

Auf diese Weise erfüllt Ptolemäus, wenn auch nicht in aller 
Strenge, die beiden Forderungen, die er an die Karte stellt: dass 
nämlich 1) die einzelnen Längengrade des Parallels von Rhodus in 
dem richtigen Verhältnisse zur Grösse der Meridiangrade dargestellt 
werden, und dass 2) die Grade auf dem äussersten Parallel, dem 
von Thule, zu denen des Aequators in dem richtigen Verhältnisse 
stehen. 

IU. Die Kegelprojektion von Mercator. 

8. Wenn es sich um die Abbildung einer schmalen Zone han- 
delt, so liegt es nahe, dieselbe auf den Kegel zu übertragen, der 
durch die beiden äussersten Parallelkreise dieser Zone geht. Wickelt 
man dann diesen Kegel ab, so erscheinen die Längengrade auf den 
beiden begrenzenden Parallelkreisen der Zone in ihrer wahren 
Grösse, die dazwischen liegenden Parallelen aber sind alle verkleinert. 

* Sind <jp' und <p" die Breiten der begrenzenden Prarallelkreise, 
A und B die Punkte, in denen sie den ersten Meridian schneiden 
und ist S die Spitze des Kegels (Fig. 54), so ist der Winkel zwi- 
schen SA und der Verlängerung der Achse Q t Q = J (Bog. Q x A 
- Bog. BQ) = i (<*>' + 9>"), und da 



Jig. 54. SA sin £ (y' + </") m a cos f und 

SB sin \ W + g>") = a cos y" 
ist, so bat man zur Ermittelung der Halbmesser 
SA und SS der beiden Parallelkreise die Gleich- 
ungen 

S ^ = - ? %'?-.» nnd 
sin \ (V + y") 

sin J (?" + y") 
9. Man bat aber diese Art der Kegelprojektion, 
die Uebertragung der ErdoberflSche auf einen 
eingeschriebenen Kreiskegel und Abwicke- 
lung der Mantelfläche desselbeu in eine Ebene, 
auch zur Darstellung grösserer Stücke der 
Erdoberfläche, die zwischen weit entfernten Pa- 
rallelen liegen, benutzt. Durch eine passende 
Wahl der beiden Parallelkreise, längs deren dieser Regel die Kugel 
schneidet und die daher in der Abwickelung in ihrer wahren Grösse 
erscheinen, kann man dabei bewirken, dass die Fehler, welche an 
den Rändern der Karte und gegen die Mitte derselbeu stattfinden, 
gewissen Bedingungen genügen. Der Erste, welcher hierauf auf- 
merksam gemacht hat, ist der berühmte Geograph Gerhard Mer- 
cator, den wir schon als Erfinder der nach ihm benaunten Seekar- 
ten kennen gelernt haben. Bei der grossen Karten von Europa, 
welche derselbe im Jahre 1554 veröffentlichte, sind die Längengrade 
auf den Parallelen von 40° nnd 60° Breite im richtigen Verhält- 
nisse zu den Meridian graden dargestellt, während sie aaf den da- 
zwischen liegenden Parallelen verkleinert, auf den südlich oder 
nördlich darüber hinaus liegenden aber vergrössert sind, 

Ungefähr zwei Jahrhunderte später hat der Franzose Jos. 
Niclas de l'Isle, erster Astronom der Petersburger Akademie, 
dieselbe Projektionsmanier wieder in Anwendung gebracht, daher 
sie auch öfters mit seinem Namen bezeichnet wird. Auf der von 
demselben im Jahre 1745 pnblicirten grossen Karte von Russland, 
die sich vom Parallel von 40" Breite bis zu dem von 70° erstreckt, 
sind nämlich auf den Parallelen von 47i Grad und 62£ Grad Breite 
die LBngengrade in ihrem wahren Verhältnisse zu den Meridian- 
graden abgetragen und die Meridiane, auf denen alle Grade von 
gleicher Länge sind, erscheinen in Form konvergirender gerader 
Linien. 

10. Diese Arbeit von de l'Isle hat dem grossen Mathematiker 
Leonhard Euler Anlass gegeben, zu untersuchen, welche Kegel- 
projektion man wähleu muss, wenn die Vergrößerungen auf den 
äusse sten Parallel kreisen einander gleich sein und auch überein- 
stimmen sollen, nur im entgegengesetzten Sinne, mit dem extremen 
Vertue der Verkleinerung gegen die Mitte der Karte hin. 

Wir geben hier die Hauptgedanken dieser Euler'scheu Arbeit, 
die im Jahre 1778 veröffentlicht wurde (De projectione geagra- 
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pkiea de l'I&Uana in tnappa generali Imperii Sussici usüata. — 
Acta Aead. Petrop. pro anno MDCCLVJJ, p. 143 ff.). 

Es sei <f' die Breite des südlichsten, f" die- jj g 55 

jenige des nördlichsten Parallel kreises; als Längen- 

eiuheit wollen wir betrachten die Ausdehnung eines 
Meridiangrades. Es mag nun in Hg. 55 AB = a 
{tp 1 - — yj d aH gtück des ersten Meridiane« sein, 
welches in Form einer geraden Linie zwischen den 
Abbildungen der beiden extremen Parallelkreise liegt; 
AA' und BB' mögen die Abbildungen von Bogen von 
je 1° anf diesen Parallelkreisen sein. Die beiden 
Geraden AB und A'B' schneiden sich in einem 
Punkte 0, dem gemeinschaftlichen Centrum der 
Kreisbögen, welche die Parallelkreise repräsentiren 
sollen. Bezeichnet man OB mit x nnd den zwi- 
schen OA nnd OA' um mit Halbmesser 1 beschrie- 
benen Bogen mit m, so ist 

AA' = ix -f <p" — 9') w und BB' = xm. 
Da nun die wahre Grösse eines Längengrades anf den Parallelen 
von der Breite <$' und *$" durch 

cos f und cos y" 
ausgedrückt wird, wenn der Meridian- oder Aeqaatorgrad die Ein- 
heit bildet, so sind die Fehler, welche auf den genannten ParaHe- 
len auf der Karte begangen werden, gleich 

(x ~\- f" — f) w — cos <p' nnd xai — cos if". 
Nach der ersten von Euler gestellten Forderung sollen aber 
beide Fehler gleich gross sein; das giebt die Gleichung 
{x -J- <f>" — <p') (0 — COS ff' = XOl — cos ff", 
aus welcher sich ergiebt 
/o\ _ cos y' — cos y" 

In dieser Formel sind <f" und '/' im Nenner in Graden ausge- 
drückt, tu aber erhalt man in Bogeumaass; will man es statt des- 
sen in Graden haben, so hat man noch mit 57°, 2959 (57 D 17' 
44", 8) zu multipliciren, als der Grösse des Centriwinkels, dessen 
Bogen dem Halbmesser gleich ist. 

Das Bemerkens werthe an der Formel (8) ist der Umstand, dass 
die Grösse w nicht abhängt von der Wahl der Parallelkreise, 
anf deren Abbildungen die Längengrade im richtigen Verhältnisse 
■iu den Meridiangraden stehen. 

Ist nun weiter CC die Abbildung eines Längengrades von der 
Breite V, also CB = $" - 9\ so ist 

CC = (* + 9" — 9) "> 
und da die wahre Länge eines solchen Längengrades gleich cos (p 
ist, so hat der Fehler, den man begeht, den Werth 
3 = (x -f- 9" — 9) oi — cos 9. 
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Für einen nur wenig grösseren Werth <jP, hat man die ent- 
sprechende Formel 

*!=(* + V — <Pl)«>- COS ?,, 

und aus diesen beiden Gleichungen folgt 

5i — 5 cos <p t — cos <p 

9 X — 9 — ~ lV ~~ y, - 9 ' 
in welcher Gleichung 9 t — <jp in Bogenmaass zu verstehen ist. 
Lässt man die Differenz <p x — <p in Null übergehen, so wird 

. 9 X + 9 . 9\ — 9 

sin ' J • sin --' - 

cos SPi — cos <p 2 2 . ^ 

1 — = — sin <p 



Vi— 9 Vi — » 

2 

und es geht daher vorstehende Gleichung über in 
g g 

~i— - = - «, + sin <jP, 9, — 9 = 0. 

So lange sin <p kleiner ist als tu ist die rechte Seite dieser Gleich- 
ung negativ, und es ist daher S t kleiner als 5, oder S nimmt ab; 
ist aber siu <P grösser als w, so ist 5, grösser als 5, S nimmt also 
zu. Den kleinsten Werth von 5 erhält man alßo für den Werth 
</> von y, der sich aus der Gleichung 

(10) sin <p = w 

ergiebt, wo w in Graden ausgedruckt ist. Nach der weiter obea 
aufgestellten Gleichung ist dieser Werth 

S = (* + 9" ~ 9o) w — cos <p . 
Da bei der Kegelprojektion in der Mitte Verkleinerung ein- 
tritt, so ist dieser Werth von 5 negativ. Nach der zweiten Euler'- 
schen Forderung soll nun der positiv gerechnete Werth dieser 
Aenderung gleich der Vergrösserung auf einem der äussersten Pa- 
rallelkreise sein. Dies giebt die Gleichung 

cos 9 — (x + 9" ~ 9o) w = xw — cos ?>", 
aus der man 



•« ,x cos <p Q + cos <p" , , lt 

(1 1) x = To^T 1_ _ ^ ty„ _ n) 

erhält. Bedeutet ferner Q in Fig. 54 den Pol , ist also BQ = 90° 
— 9", so ist der Abstand z des Poles Q vom Mittelpunkte 
durch die Gleichung 

(12) z = x -(90° — 9") 
gegeben. 

11. Die Gleichungen (9), (10) und (11) oder (12) geben uns 
alle zur eigentllichen Konstruktion der Karte nöthigen Elemente. 
Ist y' = 40° und <p" = 70°, so ist zufolge Gleichung (9) 

» = °' 76604 - °' 34202 = 0,014134 

in Bogenmaass, oder in Gradmaass = 0,014134 • 57°, 2959 = 
0°,80982 oder 
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co = 48' 35". 

Der Winkel <jp , für welchen die Verkleinerung am bedeutendsten 
ist, ergiebt sich aus der Gleichung (10) oder 

sin 9 = 0,80982 ; 

man findet <jp = 54° 4' 40". Man sieht, dass dieser Werth unge- 
fähr mit der Breite des mittleren Parallels, 55°, zusammenfällt. 

Berechnet man mittels der Formel (11) den Werth a?, indem 
man w = 0,014134 setzt, so ergiebt sich 

* = 'i^Tlf^ = * < ?o - 54 - ,,777 > = 32 ' 8538 -- 7 ' %i i 

d. i. ' x=24°, 8927, 

und hieraus folgt schliesslich nach Gleich. (12) 

z = 4°, 8927 = 4° 53' 34". 

Die Grösse eines Längengrades ist hierbei 
auf dem Parallel von y' = 40° 
(x -|- y" _ y') «, = 54,8927 • 0,014134 = 0,77586, 
und auf dem Parallel von <p" — 70° 

xvo = 24,8927 • 0,014134 = 0,35184; 
da nun die Läugengrade auf der Erde die Grosse von 

0,76604 und beziehentlich 0,34202 

besitzen, so beträgt der Unterschied zwischen der Abbildung und 
der wahren Grösse auf jedem der äussersten Meridiane 0,009S2, 
oder es sind die Längengrade auf dem Parallel von 70° um unge- 
fähr y'g, auf dem von 40° aber um ungefähr -f s ihres wahren Wer- 
thes vergrössert Da in der Breite <p dieselbe Aendernng eintritt, 
wie in den Breiten tp* und <p" nur im entgegengesetzten Sinne, als 
Verkleinerung, und da cos <p = 0,58669 ist, so findet dort eine 
Verkleinerung des wahren Werthes des Längengrades um etwa 
■jr TT stait. 

12. Statt des obigen Werthes von z kann man ohne allzu- 
grosse Abweichung von den von Euler ausgesprochenen Forderungen 
auch 5° abnehmen, und unter dieser Voraussetzung ist das Netz 
auf Taf. III in Fig. XVIII gezeichnet, welches 180 Längengrade vom 
Nordpol bis 10° südl. Breite umfasst. Da alle Parallelkreise von 
demselben Centrum aus beschrieben werden, die Meridiangrade un- 
ter sich und ebenso auf jedem Parallel die Längengrade gleich sind, 
so kann man die Karte leicht weiter fortsetzen. Geht man indes- 
sen aus der Zone zwischen 70° und 40° n. Br. heraus, so nehmen 
die Vergrösserungen beträchtlich zu; z. B. ein Grad des Aequators 
bekommt die Länge 1,34122, statt der Länge 1, ist also um mehr 
als den dritten Theil seines wahren Werthes zu gross. 

IV. Murdoch's Kegelprojektionen. 

13. Der englische Mathematiker Patrick Murdoch (gest. 1774) 
hat in den Philosophical Transactions for (he year 1758 verschiedene 
Vorschläge zur Konstruktion konischer Erdkarten gemacht, die hier 
der Vollständigkeit halber Erwähnung finden mögen, wenn gleich 
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sie keine bemerkenswerten Vorzüge besitzen und in ihrer Brauch- 
barkeit von anderen übertroffen sind. 

Murdoch stellt sich bei den verschiedenen Karten Projektionen, 
die er vorschlägt, die Aufgabe, eine gewisse Kugelzone so auf ei- 
nen die Kugel schneidenden Kegel zu übertragen, dass die Gesammt- 
fläcbe der Zone auch auf der Karte in ihrer wahren Grösse er- 
scheint. Znr Erreichung dieses Zieles hat er aber verschiedene 
Mittel vorgeschlagen. 

14. Erste Mord och'sche Pro- 
*''• 58 - jektion. In Hg. 56 sei M der Mittelpunkt 

der Kuget mit dem Radius «, AA' und BB' 
seien die Halbmesser der beiden Parallel- 
kreise von der Breite ff' und ff", welche 
die abzubildende Erdzone begrenzen, der 
Punkt K, dessen Breite gleich £ (<f' -f- ff") 
ist, sei der Mittelpunkt des Bogeus AB 
auf dem Meridiane ACDBQ. Ferner soll 
die Kegelseite den Meridian in den zwei 
von K gleichweit abstehenden Punkten C 
und D schneiden, soll der Scheitel des 
Kegels sein, KA t und KB, sind die Ab- 
wickelungen der Bögen KA und KB auf 
die Seite des Kegels. 
Bezeichnet man dann noch mit N den Schnittpunkt von MK 
mit CD und zieht NN' senkrecht znr Achse, so wird die Beding- 
ung, dass die Gesammtfläche in der Abbildung gewahrt bleibe, 
durch die Gleichung ausgedrückt 

2 NN' ■ v • Bog. AB = 2av • A'B'. 
Bezeichnet man nun jeden der gleichen Winkel DMN und 
NMC mit V. so >st 

NN' = MN ■ cos i (V + f") = a cos V cos i (ff + f") ; 
andererseits ist aber 

A'B" = a (sin ff" — sin f) = 2a cos T sin - - ^ 
nnd Bog. AB = a {ff" — ?")- 

Sonach geht die obige Gleichung über in 

wodurch der Winkel V bestimmt ist. 

Es ist nunmehr auch möglich, den Halbmesser ON = r zu be- 
rechnen, mit welchem der mittlere Parallelkreis anf der Karte be- 
schrieben wird. Es ist nämlich 

r = MN tan OMN = MN cot y ' + y " , 

oder, wenn man für MN seinen Werth 

MN= a cos V = J?" „, • sin 9 " ~ 9 ' 
ff" — ff' 2 

einsetzt, 
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<p" — y 2 2 

Wickelt man nun den Kegel, dessen Basis der Kreis vom Halbmes- 
ser NN' ist, ab, so erhält man einen Sektor, dessen beide begren- 
zende Radien einen Winkel von 

NN' tf ' 4- 4P" 

360° • -^tt = 360° • sin ^-^1— 
NO 2 

mit einander einschliessen. Wenn demnach ein Paar Meridiane 
auf der Kngel den Winkel X mit einander bilden, so schliessen die 
beiden ihnen entsprechenden Geraden auf der Karte den Winkel 

y + y" 

miteinander ein. 

Die verschiedenen Parallelkreise erhält man nach der gewöhn- 
lichen Methode, wenn man auf dem mittlem Meridiane von dem 
Punkte N aus, welcher dem Meridianpunkte K entspricht, nach 
Nord und Süd die richtigen Längen der Meridianbögen aufträgt 
und von dem Punkte aus durch die erhaltenen Punkte Kreis- 
bogen schlägt bis zu den beiden begrenzenden Halbmessern (Me- 
ridianen). 

15. Diese von Murdoch angegebene Konstruktion der Parallel- 
kreise ist ganz konform dem Verfahren, welches bei den andern 
bisher betrachteten Kegelprojektionen einhalten wird. Aber es ent- 
spricht dieselbe nicht der Bedingung, die Murdoch gleichfalls ge- 
stellt hat, dass nämlich die beiden Parallelen, längs deren der Ke- 
gel die Kugel schneidet, und welche die Breite 

■• *±*±* 

haben, in ihrer wahren Grösse abgebildet werden sollen. Dazu ist 
nöthig, dass die Abbildungen dieser Kreise mit den Radien OG 
und beziehentlich OD beschrieben werden, oder, was dasselbe ist, 
mit den Radien 

r =F MC = r =P a sin rf>. 

Setzt man für r seinen Werth . 

q>' J_ <«" 
a cos V cot y T^ y , 

so erhält man für OC und OD die beiden von Joh. Tobias 
Mayer (dem jüngeren) angegebenen Formeln 



OG—a 



C08 (t±r + ,) 



(14) 

cos 



(*3* - ») 



* (^ 
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Vergl. J. T. Mayer, Gründl. u. vollst. Anweisung zur Verzeich- 
nung der Land-, See- und Himmelskarten etc. Erlangen 1794 (spä- 
tere Ausgabe 1804, 1815 und 1828), Kap. III. 

Natürlich können, wenn man zur Konstruktion der erwähnten 
Parallelkreise sich der vorstehenden zwei Formeln bedient, die 
Meridiangrade nicht alle gleich gross genommen werden; vielmehr 
werden dieselben in der Mitte kleiner als nach dem Rande hin 
ausfallen, weil der mittlere Bogen CD durch die gerade Linie CD 
repräsentirt wird. Will man dies zulassen, so bedarf es dann noch 
einer besondern Annahme über die Art und Weise * wie die Meri- 
diaugrade auf die Karte übertragen werden, einer Annahme, durch 
welche aber die oben gemachte Voraussetzung, dass A X B X = Bo- 
gen AB ist, nicht alterirt werden darf; denn sonst wird die erste 
der Gleichungen in Nr. 14, aus der sich die Formeln für cos V etc. 
ergeben, ungültig. 

Dem gegenüber scheint es am einfachsten, die Meridiangrade, 
wie Murdoch thut, gleich lang abzutragen und die Abbildung der 
beiden Parallelkreise in wahrer Grösse fallen zu lassen. 

Man kann aber auch umgekehrt die gleiche Länge der Meri- 
diangrade gleichzeitig mit der Bestimmung, dass A l B i = Bogen 
AB ist, aufgeben und dafür das bei Murdoch's zweiter Methode 
angewandte Verfahren benutzen. 

16. Zweite Murdoch'sche Projektion. Die einzelnen 
Punkte eines Meridianes werden derart auf die in dessen Ebene 
liegende Kegelseite übertragen, dass man — nach den Regeln der 
Perspektive — die Schnittpunkte der Kegelseite mk den nach den 
verschiedenen Meridianpunkten gezogenen Radien als Projektionen 
der Meridianpunkte betrachtet. 

Zur Erläuterung wollen wir wieder die Fig. 56 benutzen, wobei 
wir aber voraussetzen, dass A x und B t die Schnittpunkte von MA 
nnd MB mit der Kegelseite sind. Die Bedingung der Bewahrung 
der Gesaramtfläche lautet dann 

2 * NW - A X B X =2av A'B'. 

Nun ist aber A X B X = 2 NA X nnd 

NN" — MN cos y'+9" = NA X • cot AMN> cos 9 ' \ 9 " , 

und da der Winkel AMN = ~ ist, so erhält man unter 

Berücksichtigung von 

A IS = l a sin ^ cos 

zur Bestimmung von NA X die Gleichung 



(15) NA x =a tan- — ^- l/cos 



— \/ < — 



2 ' 2 

Ist P ein beliebiger Punkt des Meridianes, welcher um ty Grad 

nördlicher oder südlicher liegt als der Punkt K von der Breite 

q>* _l_ q," 

z — [ - , so ist die Projektion NP* des Bogens KP durch die 

Gleichung 
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NP' = MN • tan V = NA. • cot 9 7~ y • tan V 
gegeben, welche, wenn man für NA X den Werth (15) setzt, in 

(16) NP' = a tan V [/cos 9 7" y ' 

übergeht. 

Bedeutet Vi den Werth, welchen V für die beiden Punkte C 
und «D besitzt, so ist einestheils 

NC = a sin Vi, 
anderntheils zufolge (16) 

NC=a tan Vi f/cos y 7" y > 

ans welchen zwei Gleichungen sich zur Bestimmung des Winkels 
Vi ergiebt 

(17) cos Vi = f/cos y 7" y - 
Mithin ist 



(18) NC=ND — a ]/l - cos y " y ' = a VT". s in y " 9 ' < 

Zur Ermittelung des Halbmessers ON = r , mit welchem man den 
mittelsten Parallelkreis zu beschreiben hat, dient die Gleichung 

r = ON = MN. cot MON = MN • cot 9 ' ^ 9 '\ 
und da 

COS j- 2 - 

ist, so hat man 



(19) r = a cot 9 ~^ 9 ' [/cos y ' ff - 

Für einen beliebigen Parallelkreis, welcher um Jz *P G ra ^ 
nördlich von dem durch K gehenden Mittel-Parallel liegt, ist der 
Halbmesser, mit dem derselbe auf der Karte beschrieben werden 
muss, 

r = r ^NP' 
oder 

r = a (cot 9 Y ^F tan V) f/cos y ' 7" y > 
welcher Formel man auch die Gestalt 



COS r 

(20) r = < , „ y t , „. 

8in »±I_ C08 ^ _ t±*_) 

geben kann, wo <P die Breite des Parallels bedeutet 
Gretschel, Karten-Projektion. 10 
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Was speciell die beiden äussersten Parallelkreise anlangt, so 
ist für den südlichsten y = y nnd der Halbmesser ist 

, Ä x s a cos 9' 

(21) r' = - 



9"1/~ 9 k 

- — y cos ~~ 



S i n ?' + ^ 1/™ »"-»' 



2 • r 2 

für den nördlichsten Parallel, 9 = y", dagegen ist der Halb- 
messer 

a cos <jp" 



(22) r" = 



. y' + y" 1/ y"-y' 

sin 1 — 1/ cos - -- 



2- r 2 

Die Abwickelang des Kegels giebt einen Sektor, dessen äus- 
serste Halbmesser einen Winkel von 

NN' 9' 4- 9" 

360° • -5^r- = 360° • sin y ^ y 

mit einander einschliessen, gerade wie bei der ersten Mnrdoch'schen 
Projektion. 

17. Die hier entwickelten Formeln reichen hin zur Berech- 
nung derjenigen Elemente, welche zur Konstruktion einer derartigen 
Karte nöthig sind. Wie man leicht sieht, könnte man an die Stelle 
der Rechnung auch eine Konstruktion treten lassen. In der That 
hat man nur nöthig, in Fig. 56 den Bogen AB des Meridianes, wel- 
cher zwischen den äussersten Parallelen von der Breite <jp' und 9" 
liegt, in K zu halbiren, den Halbmesser MK zu ziehen, von B 
(oder A) eine Senkrechte BL auf ihn zu fällen, so dass 

9 14 — 9* 
ML — a cos ^- L - 

ist, dann über MK einen Halbkreis zu konstruiren, welcher die 
Senkrechte BL oder ihre Verlängerung im Punkte J schneidet und 
schliesslich MN = MJ zu machen, und man hat den Punkt N der 
vorigen Figur. Denn es ist 

MN= MS = VMK7ML = . ]/cos f^Z 

wie es nach den obigen Auseinandersetzungen sein muss. Errich- 
tet man nun NO senkrecht auf MN, so hat man damit die Kegel- 
seite und kann nun die einzelnen Theilpunkte des Meridianes auf 
dieselbe übertragen, indem man die nach diesen Punkten hingehen- 
den Radien zieht. Es bleibt dann nur noch die Abwickelung des 
Kegels übrig. Zu dem Zwecke schlägt man um mit ON als 
Halbmesser einen Kreisbogen und trägt auf demselben die einzelnen 
Grade in der Grösse, wie sie sich auf einem Kreise mit dem Halb- 
messer NN' (Fig. 56) befinden ab. Dabei kann man sich, wenn es 
auf grössere Genauigkeit ankommt, der in §. 8, Nr. 13 (S. 55 un- 
ten) angegebenen Konstruktion bedienen, zuerst um die genauere 
Länge der Bogen auf dem Kreise mit dem Halbmesser NN' zu er- 
fahren, und dann, bei umgekehrter Anwendung des Verfahrens, um 
diese Länge auf den Kreis vom Halbmesser ON abzutragen. 
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Alles weitere ist an sich klar. 

18. Dritte Mardoch'sche Projektion. Zar Bestimmung 
der Geraden MN (Fig. 56), die nach dem Halbirungspunkte K des 
Meridianbogens AB hingeht, dient die Proportion 

MN:MK = Bog. KA : tan AM K y 

ans welcher sich ergiebt 

<» «y° •'%■"-*?■ • 

2 tan y y 

wo natürlich im Zähler 9>" — <f' in Bogen maass auszudrucken, 
oder, im Falle </>' und <f" in Graden angegeben sind, mit 0,017453 . . 
zu multipliciren ist. 

Da die Kegel seite senkrecht auf MN steht, so ergiebt sich 
hieraus der Radius, den uer durch N gehende Regelkreis, welcher 
den durch K gehenden Parallelkreis darstellt, in der Abwicke- 
lang hat, 

</>' _L q>» 
ON = r = MN cot * ^ 



oder 



<!>' _L <p" 

a (y" — y') cot — V 5 - 



(24) r fl = 



<n" w 4 

2 tan v y 
2 

Demnächst gilt es nun noch, die Abbildungen der äussersten Pa- 
rallelkreise so zu wählen, dass die Gesammtfläche der Zone erhal- 
ten bleibt. Sind A t und B x die Abbildungen von A und B und 
wird NA % = NB X angenommen, so lautet die Bedingungsgleichuog 
hierfür 

2 NN* • nt • 2NA t — 2a* n (sin 9" — sin y'), 
and da 

i*W = MN • cos y'+y" 



tp" — q>' cp' 4- o) 

und sin y" - sin <p' = 2 sin T cos ^ 



// 



ist, so erhält man 



a« sin ?-~* 



NA,= 



MN 
Setzt man hier den Werth (23) ein, so ergiebt sich schliesslich 



2 a sin y ^ y • tan - — =-*- 



(25) NA, = NB t = 



y" — <p* 

Theilt man dann die Strecke A l B l in ebenso viele gleiche Theile, 
als der Bogen AB Grade hat, so bekommt man die Punkte, 
durch welche die Abbildungen der einzelnen Parallelkreise gehen. 
Die Abwickelung des Kegels ist dann leicht zu bewerkstelligen. 

10* 
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19. Besondere Vorzüge haben diese Murdoch'schen Projektio- 
' neu, wie schon oben angedeutet, in keiner Weise. Zu Gunsten der 

zweiten kann man allerdings die Einfachheit ihrer Konstruktion 
und dann den Umstand anführen , dass sie in gewissem Sinne per- 
spektivisch ist, also ein anschauliches Bild gewährt. Doch würde 
dies bei ihrer Verwendung zu geographischen Zwecken nicht son- 
derlich ins Gewicht fallen; höchstens für die Anfertigung von 
Sternenkegeln. könnte es beachtenswerth sein. 

Für schmale Zonen geben übrigens diese Methoden ganz brauch- 
bare Netze, ein Vorzug, der freilich auch den übrigen Kegelprojek- 
tionen zukommt. Deber mehr als 8 bis 10 Breitengrade darf man 
die Karte aber nicht ausdehnen, wenn man grössere Fehler ver- 
meiden will. 

V. Die Kegelprojektion von Albers. 

20. Die Forderung, welche Mnrdoch an seine Karten stellt, 
dass nämlich die Gesammtfläche der dargestellten Zone in ihrer 
richtigen Grösse abgebildet werden soll, ist eigentlich eine ziemlich 
unwesentliche. Wichtiger würde es sein, die Uebertragung auf den 
Kegel so zu bewirken, dass alle Flächentheile auf der Kugel den 
ihnen entsprechenden auf der Kegelfläche gleichkommen. 

Für diese — an sich unbestimmte — Aufgabe hat im An- 
schlüsse an die Murdoch'schen Konstruktionen, H. C. Alb er s in 
Lüneburg eine Lösung gegeben, bei welcher vorausgesetzt wird, 
• dass der Kegel zwei Parallelkreise mit der Kugel gleich lang hat. 

Vergl. Ueber Murdoch's drey Kegelprojektionen. Zachs monatl. 
Korrespondenz, Febr. und Nov. 1805. Beschreibung einer neuen 
Kegelprojektion. Daselbst, Nov. 1805. 

Wir geben hier in Kürze die Theorie dieser Projektion, die 
eigentlich in das vierte Kapitel, zu den äquivalenten Abbildungen 
gehört. 

21. Sind 9' und <p" die Breiten der beiden Parallelkreise, 
welche auf der Karte in ihrer wahren Länge dargestellt werden 
sollen, und bedeutet l die Seite des abgestumpften Kegels, welcher 
die zwischen beiden Kreisen liegende Zone darstellt, so wird die 
Bedingung, dass die Gesammtflächen der Kugelzone und der Man- 
telfläche des abgestumpften Kegels • gleich sein sollen, durch die 
Gleichung ausgedrückt 

an (cos <p* -f cos y") l = 2a 2 ic (sin y" — sin y'), 

aus welcher sich nach einigen einfachen Transformationen ergiebt 

(26) l = 2 a tan y . , 

ein Werth, der sich höchst einfach konstruiren lässt, wenn man 
im Halbirungspunkte des Meridianbogens, der zwischen beiden Pa- 
rallelen liegt, eine Tangente an denselben legt und diese beiderseits 
bis zu den Schnittpunkten der Halbmesser verlängert, welche nach 
den Endpunkten des Meridianbogens gehen. 

22. Bezeichnet man mit r* und r" die Halbmesser, mit denen 
auf der Karte die Abbildungen der erwähnten Parallelkreise ge- 
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schlagen werden, so müssen sich beide verhalten, wie die währen 
Längen der Umfange der Parallel kreise. Dies giebt die Projektion 
r* : r" = cos 9>' : cos f". 
Da aber r" — r* = £ ist. so kann man hieraas leicht die 
Werthe von r' und r" ableiten : 

I / cos y' _ a cos f 

l cos 9 1 ' — cos 



.in J— ^ — 

a cos 




-f 
2 


.._ V'-f-V" 


. ?' 


— r 



I cos <p' — cos *f" 

f "" 2 ~" 2 

Es ist übrigens leicht, diese Werthe jr^ 57, 

zu konstruiren. Trägt man auf einer Ge- 
raden (Hg. 57) die Strecke AB' = 1 und 
darauf senkrecht die Gerade A'A und B'B 
gleich den Halbmessern der beiden Parallel- 
kreise von den Breiten <f ' nnd '/"ab, zieht 
dann AB und verlängert diese Gerade 
zu ihrem Schnittpunkte mit der Verläni 
rang von A'B', so ist 

OA' = r" nnd OB' = r". 

23. Jeder der beiden Parallelkreise von den Breiten <p' und 
<f>", und so auch jeder der andern Parallel kreise, wird durch einen 
Bogen von 

360" - k 
dargestellt, wo k ans der Proportion 

r' : a cos 9" = 1 : k 
gegeben ist. Hiernach ist 

(28) k = sin y Y cos , ■ 

24. Es handelt sich jetzt noch um die Ermittelung des Halb- 
messers r, mit welchem vom gemeinsamen Centram aus die Abbil- 
dung eines beliebigen Parallelkreises von der Breite f zu be- 
schreiben ist. 

Wir wollen uns zu dem Zwecke die Differenz r' — r in » 
gleiche Theile 



getheilt denken, wo n eine sehr grosse Zahl ist. Es mögen ferner 
den Radien 

r', r' — S, f — 25. . . ., r 1 — (« — 1)3, r' — no = r 
die Breiten 

9', SP,, V„ ..., 1P— 1 y 

entsprechen. 

Die Bedingung, dass die schmalen Kegelzonen von der Höhe 5 
gleich sind den Kugelzonen von den BreitendiiFei-enzen 
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Vi — <P\ 9>a — V,, Vb — <P*i • • •> 9 — y—i, 
wird dann, wenn man den Faktor 2tt weglässt, durch die Gleich- 
ungen ausgedrückt: 

r' kS = a 2 (sin #>, — sin (f) 

(r 1 — S) JcS = a* (sin <jP 2 — sin y t ) 

(r' — 25) &5 = a 2 (sin 9> a — sin y t ) 



[r' — (n— 1)8] &5 = a 2 (sin y — sin 9>„_i). 
darch Addition dieser Gleichungen ergiebt sich aber 
(29) [nr* — (1+2 + . . . + n— 1)5] H = a 2 (sin? — siny'). 
Hier ist zunächst 

! + « + .. . + »-1 = *^ 

und es geht daher der mit &5 multiplicirte Ausdruck auf der linken 

Seite von (29) in 

, n(n— l) s , ( • N r' — r 
nr * i_ — l S = wr — (w — 1) 

oder in 

über und die linke Seite von (29) wird also 

['-O-t)-^]*-'. 

d. i., wenn man für nS seinen Werth setzt und n dann über alle 

Grenzen wachsen lässt, wodurch — = wird, 

n 



(r'-^~^k{r'-r) = ^ 



— k. 



2 

Setzt man diesen Werth in die Gleichung (29) ein, so er- 
giebt sich 

r * * Y i 

_- k = a 2 (sin <p — sin <jp') 

oder 

(30) r * = r'* - ^j- (sin 9 - sin y')- 

Setzt man </> = <jp", so erhält man 

r » 2 _ r < 2 _ _^«1 (sin y,/ _ gin ^ 

und aus diesen beiden letzten Gleichungen folgt weiter 

(31) r « = r " * -j- Ä±- ( S i n y" - S i n y). 

Die Gleichungen (30) und (31) dienen zur Berechnung von r; 
man kann aber diesen Werth auf Grund derselben Gleichungen auch 
konstruiren. 
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25. pieses Verfahren liefert Karten, bei denen die Verzerrung 
nicht sehr bedeutend ist, wenn man sich nicht über etwa 5° von 
jedem der beiden Parallelkreise entfernt, welche in ihrer wahren 
Grösse abgebildet werden. Die Entfernungen können dann ohne 
merklichen Fehler mit Hilfe eines in gleiche Theile getheilten 
Maassstabes gemessen werden. Genau genommen werden die Ent- 
fernungen von Nord nach Süd in der Mitte der Karte vergrössert, 
diejenigen von West nach Ost aber verkleinert, während jenseits 
der Parallelkreisse, welche unverändert bleiben, die Sache gerade 
umgekehrt ist, von Nord nach Süd Verkürzung, von Ost nach West 
Verlängerung eintritt. Diese /Fehler werden um so bedeutender, je 
weiter die beiden Parallelen von der Breite y' und 9" von einan- 
der entfernt sind, wogegen sie natürlich von der Erstreckung der 
Karte in der Längenrichtung unabhängig sind, eine Eigenschaft, die 
übrigens allen Kegelprojektionen zukommt. 

Setzt man das Kartennetz bis zum Pole und bis zum Aequator 
fort, so wird ersterer (<jp = 90°) durch einen Kreis dargestellt, des- 
sen Halbmesser durch die Gleichung 



2a 



* 



r: = r"» + ^ir- sin ?" 



gegeben wird, während der Halbmesser, mit welchem der Aequator 
gezeichnet wird, durch 

r = r'' * - ^ (1 - sin ?'') 

bestimmt ist 

Unsere Mg. IIX auf Taf. III stellt ein solches vom Pol bis 
zum Aequator sich erstreckendes Gradnetz dar, bei welchem die 
Parallelen von 30° und 60° Breite in wahrer Grösse abgebil- 
det sind. 

Es mag noch bemerkt werden, dass Christ. Gottl. Rei- 
chard diese Projektion bei seiner im Jahre 1817 in Nürnberg ver- 
öffentlichten Generalkarte von Europa in Anwendung gebracht hat. 

VL Lambert's äquivalente Kegelprojektion. 

26. Denselben Zwecke, dass nämlich alle einzelnen Flächen der 
Karte gleich den entsprechenden Flächen der Kugel sein sollen, er- 
reicht man auch, wenn man 

(32) r = 2 a V"w • sin ^45° — -|-") 

oder 

33) r 4 = 2a*m(l- sin y) 

setzt. 

Denn bedeutet r t den Werth des Halbmessers, welcher zu dem 
ein wenig grösseren Winkel <p x gehört, so ist 

r\ = 2 a 2 m (1 — sin 9>,). 

folglich 

r* — r\ = 2 a* m (sin <jP, — sin <p). 
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Ans dieser Gleichung ergiebt sich aber 

(r* — r*) — = 2 a*ic (sin <p l — sin y) 

UV 

und hier drückt die rechte Seite die Oberfläche der Kugelzone aus, 
welche zwischen den Parallelen von der Breite y und <jP' liegen, 
ganz gleich, wie gross die Differenz <p x — <p ist. Die linke Seite 
aber bezeichnet den Flächenstreifen der Karte, der zwischen den 
beiden koncentrischen Kreisen von den Halbmessern r und r x liegt, 
wenn wir beide in der Ausdehnung von 

360° 

m 

zeichnen. Beide Flächen sind also gleich, und damit ist die Aequi- 
valenz bewiesen. 

27. Die Grösse 2 a sin f 45° 1- j lässt sich leicht zeich- 
nen, sie wird nämlich dargestellt durch die Sehne des Meridianss, 
welche den Punkt von der Breite <p mit dem Pole verbindet. 

Was die Grösse m anlangt, so haben wir schon gesehen, dass 
der Umfang eines Parallelkreises auf der Kugel durch den wten 
Theil eines mit dem Halbmesser r beschriebenen Kreises auf der 
Karte dargestellt wird. Es geht daraus hervor, dass m die Seite 
des abzuwickelnden Kegels, dividirt durch den Halbmesser seiner 
Basis, darstellt. 

Die Bestimmung von m kann auf die Weise erfolgen, dass auf 
einem bestimmten Parallelkreise von der Breite <p, die Längen- 
grade im richtigen Verhältnisse zu den Breitengraden abgebildet 
werden. 

Ist \ ein verschwindend kleiner Längenunterschied, so hat der 
zugehörige Bogen des Meridiangrades von der Breite <p x die Grösse 
a cos q> x • X; die Abbildung dieses Bogens dagegen hat die Grösse 

v A. * 

— - — , wenn r t den zu <P* gehörigen Werth von r bezeichnet. 
m l 1 

Es sei ferner <p eine Breite, die nur wenig geringer ist als 
«Pi, dann ist der zugehörige kleine Meridianbogen a (y t — <jp) und 
die Abbildung desselben ist r — r, (weil offenbar r grösser als 
r x ist). 

Obige Forderung giebt dann die Proportion 

r X 
r — r t : — — = a (y « — y) : a cos <p t • A, 



aus welcher folgt 
(34) 



r — r x 



<p x — <p w cos <p x 

Die rechte Seite dieser Gleichung geht, wenn man 



r x = 2a Vni sin ^45° — ^) 



und 
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cos g> t = sin (90° - 9 1) = 2 sin ^45° — %±\ cos fib° — 2±\ 

setzt, in den Ausdruck 

a 



Vm cos (^45° — ¥±\ 
über. Auf der rechten Seite dagegen ist 

r — r, = 2 a V»i ["sin (45° — -|-) — sin ^45° - ^Yl 

= 2a Vm • 2 cos (^45° — y "*" y * ) sin 9i ~ 9 

und da für 9 X — 9> = 

4sin*^ 
i_=t 

ist, so ist der Grenzwerth, in den die linke Seite der Gleichung 
(34) für 9»j — <f = übergeht, 



a Vüi, cos (45° — %A , 



und diese Gleichung liefert also den Werth von m 
(35) !» = — ! ' 



cos* 



(- - V) 



28. Diese Projektion, die man als eine Kegelprojektion be- 
trachten kann, aber nur wenn m grösser als die Einheit ist, ist 
von dem deutschen Mathematiker Joh. Heinrich Lambert in 
Berlin angegeben worden. Vergl. dessen Beiträge zum Gebrauche 
der Mathematik und deren Anwendung. Berlin 1772. 

Wir kommen später nochmals auf diese Projektion zurück, 
welche uns auf Taf. IV, Fig. XX zeigt. 

VII. Lambert's konforme Kegelprojektion. 

29. Diese Methode wird uns ebenfalls später, in dem Kapitel, 
welches die konformen Projektionen behandelt, noch weiter beschäf- 
tigen; insbesondere werden wir dort sehen, wie sich die Sache ge- 
staltet, wenn man statt der Kugel ein abgeplattetes Rotationsellip- 
soid in Betracht zieht. 

Bei dieser Methode werden die Meridiane auf der Karte durch 
gerade Linien dargestellt, die von einem festen Punkte ausgehen, 
und welche unter sich Winkel einschliessen, welche das jmfache von 
den Winkeln sind, welche die Meridiane auf der Kugel miteinander 
bilden. 

Die Parallelkreise werden durch Bogen dargestellt, deren Mit- 
telpunkt ist, und zwar gehört zum Parallelkreise von der Breite 
9 der Halbmesser 
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(36) r = c tan ^Ub* — -J-\ 



In dieser Gleichung sind c and jut konstante Grössen, von de- 
nen die erstere natürlich nur den Maassstab der Karte beeinflasst. 
Die Bedeutung von fi kennen wir bereits; wir werden aber später 
noch sehen, wie man diese Eonstante so bestimmen kann, dass 
noch gewissen Nebenbedingungen genügt wird, 

30. Wir müssen jetzt zunächst zeigen, dass diese Methode 
eine konforme Abbildung liefert. 

Die noth wendige und hinreichende Bedingung für die Konfor- 
mität ist aber die folgende: Sind P x und M zwei Punkte der 
Kugelfläche, welche dem Punkte P benachbart sind und von denen 
der. erste mit P auf demselben Meridiane, der letztere aber mit P 
auf demselben Parallelkreise liegt, und bedeuten ferner P\ P x ' und 
M* die Projektionen, von P, P x und Jf, so muss die Gleichung, 

PP P'P' 

Köi) PM ~ P'M' 

um so genauer richtig sein, je kleiner die Strecken PP X und PM 
sind, und sie muss in aller Strenge bestehen, wenn dieselben beide 
gleich Null sind. 

Bezeichnet man nun das Komplement der Breite, 90° — 9>, 
mit % und nimmt man an, dass zu P der Werth %, zu P, der 
Werth % t gehört, so ist 

P*i = « (%i — X)> 
und wenn man ferner die Längendifferenz von P und M mit X, — X 
bezeichnet, so ist 

PM = a (X t — X) sin %. 

Die linke Seite von (37) liefert also den Bruch 

Xi X 

Ferner geht (36) über in 
(36a) r = c tan' 1 -^-, 

und wenn man den zu % x gehörigen Werth von r mit r x bezeich- 
net, so sieht man leicht ein, dass 

P'P[ = r x - r 

ist. Ausserdem ist nach der früheren Feststellung 

. P'M , = t xr(k i — X). 

Sonach geht die Bedingung der Konformität (37) über in die 
Gleichung 

Xt —X r x —r 

(Xj — X)sinx pr(\ x — X)* 
streicht man beiderseits X t — X, so nimmt die Gleichung die Ge- 
stalt an 

(38) r ' ~ r = -JL-, % % - o. 

r(Xi—X) *™X 



I 

V 



Nun ist 
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/tan Xlvf* 
r, _ I 2_ 

r »tan « 



oder, was dasselbe ist, 



* 2 



tan 2^- — tan ^A^ 



i + !i=r=fi + _ l 2 



tan -X 

Bezeichnen wir den Bruch in der Klammer auf der rechten Seite 
dieser Gleichung mit #, so kann man statt dieser Gleichung auch 
schreiben 

T 

und wenn man rechts nach dem binomischen Satze entwickelt und 
beiderseits die Einheit weglässt, so wird 

(39) — — — -^--H _-.*t*|-r r-^ 2 a *»+... 

Diese Gleichung dividiren wir mit % x — % und erhalten dann 
links denselben Ausdruck wie in Gleich. (38). Rechts aber kön- 
nen wir schreiben 

, ( 40) -^(JL + Ei^ 

X\— X\ 1^1-2 ^ 1-2-3 ^ J 



Nun ist 



tan 2Ü. __ ^q ™ 

2 2 _ sin | (%, — x) 



Xi~X ( %i _v)tan-^- *(%• _ X> 2 sin £x c<> a i Xi' 

lssst man aber %, in % übergehen, so wird 

sin i (Xi — X) _ t 

4 (Xi — X) 
nnd man bekommt also 

z 1 1 



*•"-* 2sin|-cosf 8m * 



Mithin erhält man für % t — % = statt (39) die Gleichung 

JTi — 

1 -2-3 T---^ 

J 

Nun ist aber für %j — % = auch 



(4t ) ,4i-^=^r H +äätii).. + 

i — X) r 8in 5C v 1-2 
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tan 2k _ tan -|- 

2 = — = 0, 

tanf 

und es verschwinden also in (4 t) die mit z multiplicirten Glieder. 
Daraus folgt nun allerdings noch nicht, dass auch ihre Summe ver- 
schwindet; denn wenn ja keine ganze Zahl ist, so ist die Anzahl 
dieser Glieder unendlich gross und die Summe einer unendlichen 
Anzahl von Gliedern, welche einzeln sich der Grenze Null unbe- 
grenzt nähern, kann alle möglichen Werthe haben. In der letzten 
Nummer des §. 4 haben wir z. ß. gesehen, dass die Ellipsenfläche 
durch eine Summe von unendlich vielen schmalen Streifen darge- 
stellt werden kann, deren jede in Null übergeht. In unserem Falle 
aber ist 

t 2 ^ 1-2-3 ^••' 

_ * V 1-2 + 1 T^3 * + • • • J 

und hier ist die Summe der* eingeklammerten Reihe jedenfalls eine 
positive Grösse, welche kleiner ist, als die Summe der Binomial- 
koefficienten 

1 + T H T^~~ "• T^2~~3 + ' ' * 

Diese Summe hat aber den Werth 

(1 + iy = 2^. ' 

Multiplicirt man diesen endlichen Werth mit 2 = 0, so er- 
hält man das Produkt Null. Grösser kann die Summe der mit z 
multiplicirten Glieder in (41) auch nicht sein, und da dieselbe auch 
nicht negativ sein kann, so muss sie den Werth Null haben. Hit- 
hin erhält man aus (41) das Ergebniss 

r t —r _ jx 

(Xi — %)r sin %' 
übereinstimmend mit Gleich. (38). 

Sonach liefert die Lambert'sche Methode in der That eine kon- 
forme Abbildung. 

31. Die lineare Vergrösserung in dem Punkte von der 
Breite <p und der Länge X wird durch die Gleichung 

_ P'P\ _ P'M' 

* — PP t ~ PM 

bestimmt. Aus den in voriger Nummer angeführten Werthen von 
P'M 4 und PM ergiebt sich 

(42) k = -H!L-= -J!!L-.xn*(w-±\ 

a cos 9 a cos y \ 2 / 

Die Flächenvergrösserung hat den Werth k*. 
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Beide Werthe sind von der Länge X unabhängig, wie dies bei 
allen Kegelprojektionen der Fall ist. 

32. Die Bestimmung der Konstanten jx kann mittels 
der Bedingung erfolgen, dass auf zwei bestimmten Parallelkreisen 
von der Breite <p 4 und 9" das Verhältniss der Längengrade auf 
der Karte und auf der Kugel einen und denselben Werth hat. 

Bezeichnen r' und r" die zu <p* und <p" gehörigen Werthe von 
r, die wir analog (36a) uns in der Form 

r'—c tan P -^- und r" = c tan P \ 

denken wollen, so müssen diese beiden Radien sich wie die Radien 
der beiden Parallelkreise 

a sin %' und a sin %" 
auf der Kugel verhalten. Dies giebt die Gleichung 

'tan *> 




2 



aus welcher sich ergiebt 
(43) fi = 



l sin %' — l sin %" 
l tan -?- — l tan x 



2 2 

* 

In dieser Gleichung kann man selbstverständlich statt der na- 
turlichen Logarithmen, die durch das Symbol l angedeutet werden, 
auch gemeine Logarithmen nehmen. 

Auf Taf. IT zeigt Fig. XX11 die ganze Erdoberfläche unter der 
Voraussetzung \x = £. 

' ^ §• 16. 

Modifikationen der Kegelprojektion. 

1. Von den im vorigen Paragraphen betrachteten Projektionen 
stehen einige nur sehr lose mit der Abwickelung eines Kegels in 
Verbindung; bei den beiden letzten z. B. kann man die Rücksicht 
auf den Kegel ganz ausser Acht lassen, ohne damit einen wesent- 
lichen Punkt ihrer Theorie zu vernachlässigen. 

Derartige Projektionen, bei denen die Abwickelung des Kegels 
eigentlich keine Rolle mehr spielt, die aber doch mehr oder min- 
der mit den Kegelprojektionen verwandt sind, wollen wir in diesem 
Paragraphen noch eine Anzahl besprechen. Sie sind meist hervor- 
gegangen aus dem Bestreben, eine grossere Genauigkeit in der kar- 
tographischen Darstellung zu erreichen, als durch eine eigentliche 
Kegelprojektion möglich ist. 

I. Die zweite Projektion des Ptolemäus. 

2. Ptolemäus hat im 24. Kapitel des ersten Buches seiner 
Geographie ausser der im vorigen Paragraphen erwähnten noch 
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eine zweite Eartenprojektion beschrieben , die er für vorzüglicher 
hält als die erste. 

Ptolemäns begrenzt die damals bekannte Erdoberfläche südlich 
durch den Antiparallel von MeroS, 16° 30' sfidl. Breite, nördlich 
durch den Parallel von Thule, 63° nOrdl. Breite. Ziemlich in der 
Mitte liegt der Parallel von Syena, 23° 50' nordl. Breite, nnd wenn 
man eich daher das Auge eines Beobachters in der Ebene dieses 
Parallels denkt, so erscheint der Aequator als eine Linie, die ihre 
konkave Seite nach Norden kehrt nnd deren Mitte 23$° südlich 
von der Mitte der Karte liegt. Diese Idee hat Ptolemäns, wie es 
scheint, bei seiner übrigens willkürlichen Ronstraktion geleitet. 
(Hg. 88). 

Als Einheit dient die Grösse eines Aeqnatorgrades. Man be- 
Si ö k schreibt nun zunächst -um den Mittel- 

punkt M mit dem Halbmesser 90 einen 
Kreis, zieht in demselben den Halbmes- 
ser MB und einen darauf senkrechten 
MC, trägt auf der Rü ck war ts vertan ge- 
mng des letzteren MA = 23$ ab und 
bestimmt nun den Mittelpunkt des 
Kreises, der durch B, A und den Punkt 
B' geht, der B diametral gegenüber 
liegt. Zu dem Zwecke halbirt man AB, 
errichtet im Halbimngspnnkte eine Senk- 
rechte auf AB und verlängert diese, 
bis sie die Verlängerung von MG in 
schneidet. 
Zur Berechnung von AO hat man 

tan ABU— -|^- = ~j&-, also ABM = 14° 51', 

tau 2- 14" 51 
AO = 23,86 + 157,79 = 181,65, 
wofür Ptolemäns 181£ rechnet. Trägt man dann noch von OA 
aus nach Süden AN = 16^ nnd nach Norden AT = 03 ab and 
schlägt von als Mittelpunkt ans durch die Punkte A, N, M and 
T Kreisbogen, so repräsentiren dieselben den Aequator und die 
Parallelen von 164 südl. Breite (Antiparallel von Meroe), 23-£ ■" nnd 
und 63° nördl. Breite (Syena und Thule). Die gerade Linie ON 
stellt den ersten Meridian dar. Ferner trägt man auf dem Aequa- 
tor die Länge der einzelnen Grade ab, auf den übrigen Parallelen 
aber diese Längen multiplicirt jedesmal mit dem Cosinus- der Breite. 
Verbindet man alsdann die Punkte gleicher Länge aus freier Hand 
durch eine stetige Kurve, so erhält man die Abbildungen der ver- 
schiedenen Meridiane. — Ptolemäns giebt seiner Karte übrigens 
eine Länge gleich 180 und eine Breite gleich 90. 
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IL Bonne'g Projektion. 

1 

3. Diese Projektion blieb so ziemlich ganz vergessen, bis nach 
dem Wiederaufblühen der Wissenschaften nnd nach dem gewaltigen 
Impulse, welchen die Entdeckungen der Spanier und Portugiesen 
der geographischen Wissenschaft gegeben hatten, Bernhard de 
Sylva im Jahre 1507 in Venedig eine neue Ausgabe der Geogra- 
phie des Ptolemäus herausgab, wobei er das Gradnetz des Ptole- 
mäus erweiterte um die neuen Entdeckungen einzeichnen zu können. 
Das ganze Verfahren erfuhr dann durch verschiedene Geographen, 
namentlich durch Petrus Apianus (Peter Bienewitz oder Benne- 
witz ; 1403 in der Gegend von Leisnig in Sachsen geboren, gestor- 
ben 1552 in Ingolstadt), Orontius Finäus (1532), Guillaume 
le Testu (1566) mancherlei Modifikationen, so dass schliesslich 
die Projektion entstand, welche man gewöhnlich als die Bonne 9 - 
sehe bezeichnet, weil der französische Geograph Rig ober t Bonne 
(1727 — 1795) im Jahre 1752 zuerst ihre wesentlichen Vorzöge 
hervorgehoben hat, 

4. Die Hauptpunkte bei dieser Projektion sind folgende: 
Die Parallelkreise erscheinen als koncentrische Kreise; 

der erste Meridian wird durch eine gerade Linie dargestellt, 
welche alle Parallelkreise rechtwinklig schneidet; 

der gemeinsame Mittelpunkt der verschiedenen Parallelkreise 
liegt auf dem ersten Meridiane in solcher Entfernung vom mittle- 
ren Parallel, als wäre die Karte die Abwickelung eines Kreiskegels, 
der die Kugel längs dieses Parallele berührt. Ist also <f' die Breite 
des mittleren Parallels, so ist 

r' = a cot 9' 
der Halbmesser, mit welchem der mittlere Parallelkreis auf der 
Karte beschrieben wird. 

Die Abschnitte, welche die einzelnen Parallelkreise auf dem 
ersten Meridiane bilden, sind den wirklichen Meridianabschnitten 
auf der Kugel gleich. 

Die einzelnen Grade auf den verschiedenen Parallelkreisen ha- 
ben ebenfalls auf der Karte dieselbe Grösse wie auf der Kugel, 
nnd die Meridiane sind deshalb, mit Ausnahme des ersten, sämmt- 
lich. krumme Linien. 

5. Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich, dass der Halbmesser 
des Parallelkreises von der Breite 9 durch die Gleichung 

r = a cot 9' + a (9 S — 9) 
gegeben ist. 

6. Da man ferner einen verschwindend schmalen Streifen zwi- 
schen zwei Parallelen von der Breite 9 und 9\ auf d er Kugel be- 
rechnet, wenn man die Länge des Parallels von der Breite 9 mit 
a(9 t — 9) multiplicirt, und da beide Längen auf der Karte in 
ihrer wahren Grösse und rechtwinklig zu einander erscheinen, so 
wird ein solcher Streifen in seiner wahren Grösse auf der Karte 
abgebildet. Was von dem einen Streifen oder einem bestimmten 
Theile desselben gilt, gilt auch von einer Summe solcher Streifen 
oder bestimmter Theile derselben. Und da man jede Fläche auf 
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der Eugel sich in schmale Streifen in Richtung der Parallelkreise 
zerlegt denken kann, so folgt, dass jede Fläche auf der Kugel auch 
auf der Karte in ihrer wahren Grösse erscheinen muss; die Bonne'- 
sche Projektion liefert also eine äquivalente Abbildung und 
wird daher im nächsten Kapitel, namentlich was die Ausdehnung 
des Verfahrens auf das Sphäroid betrifft, nochmals besprochen 
werden. 

7. Diese Darstellungsweise ist seit Bonne vielfach in Aufnahme 
gekommen und namentlich zur Abbildung ganzer Erdtheile beliebt. 

Auf Taf. IV ist in Fig. XXII die nördliche Erdhälfte in dieser 
Weise dargestellt, wobei als mittelster Parallelkreis der von £5° 
angenommen ist. Man wird freilich die Bonne'sche Projektion 
nicht in solchem Umfange wirklich anwenden. Die Figur zeigt 
aber recht deutlich, wie in der Nahe des ersten Meridianes und des 
mittelsten Parailels die Formen gewahrt werden, während weiterhin 
merkliche Verzerrungen sich geltend machen. 

III. Die Sanson-Flamsteed'sche Projektion. 

8. Dieselbe ist nur ein besonderer Fall der vorigen. Wenn 
man nämlich als mittelsten Parallel den Aequator nimmt, so fällt 
der Punkt, von welchem aus die Abbildungen der Parallelkreise zu 
beschreiben sind, in unendliche Ferne und die Parallelkreise er- 
scheinen dann als gerade Linien, die senkrecht auf dem ersten Me- 
ridiane stehen. 

Auf Taf. IV ist in Fig. XX1I1 die ganze Erdoberfläche in dieser 
Weise dargestellt. Der erste Meridian erscheint in seiner wahren 
Länge, die darauf senkrechten, in Form von Geraden sich darstel- 
lenden Parallelkreise haben ebenfalls ihre wahre Länge, der Aequa- 
tor ist also doppelt so lang als der erste Meridian. Die verschie- 
denen Meridiane theilen die Parallelkreise in gleiche Theile, auf 
der Karte von 10 zu 10 Grad. 

9. Bezeichnet man den Abstand des Parailels von der Breite 
fp vom Aequator mit y, dagegen mit x den Abstand eines Karten- 
punktes vom ersten Meridiane, so ist für den Punkt von der geo- 
graphischen Breite q> und der Länge X 

x = a X cos <jp und y = a SP; 

mithin wird der Meridian von der Länge X durch die transcendente 
Kurve 



x = a X cos 



y 



a 
dargestellt. Da man diese Gleichung auch in der Form 

x — a\ sin ( — — ) 

\ 2 a J 

schreiben kann, und da 



x = 1c sin 



y 



a 
eine Sinusoide darstellt, so hat D'Avezac diese Projektion nach 
der Gestalt de* Meridiane als sinusoidale Projektion be- 
zeichnet. 
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10. Nach dem was im ersten Kapitel in der Theorie der Ke- 
gelschnitte mitgetheilt worden, bedeutet der Grenzwerth, dem sich 
der Ausdruck 

V\-y 

nähert, wenn y x — y in Null übergeht, die trigonometrische Tau- 
gente des Winkels r, den die geometrische Tangente der Kurve im 
Punkte (#, y) mit der positiven Richtung der Achse der y, also 
hier mit dem ersten Meridiane bildet. 
Nun ist 



•Z/| — * 00 



a X ( cos ■"• — cos — j 
\ a a J 



■ y\-y V\ — y 

sin 11=1. 8iD iiJ-i 

_i 2a 2a 

~ y±- v ' 

2a 
und dieser Ausdruck geht für y x — y = iu 

-— = - A sin • - 

y% -y <* 

anr 
über. Für y = ^- erhält man 

yi — y ' 

eine Gleichung, durch welche der Winkel bestimmt wird, deu der 
Meridian von der Länge X im Pole mit der y-Achse bildet. Für 
den letzten Meridian der Fig. XXIU ist X = ir, daher ergiebt sich 
für den Winkel r der Werth 

180° — 72° 20' 36". 

Die beiden äussersten Meridiane schneiden sich daher im Pole 
unter einem Winkel von 

144° 41' 12". 

IL Diese Projektion wurde von Nikolas Sanson aus Abbe- 
ville erfunden, der sich ihrer beim Entwürfe der Karten von Eu- 
ropa, Asien, Afrika und Amerika bediente, die er im Jahre 1650 
veröffentlichte. 

Erst viel später hat auch der englische Astronom John Flam- 
steed sie gleichfalls angewandt, und zwar bei den Himmelskarten 
in seinem werthvollen Atlas coelestis, der 1629, neun Jahre nach 
seinem Tode, zum ersten Male veröffentlicht wurde. Seitdem wird 
diese Art der Darstellung häufig als Flamsteed'sche Projektion be- 
zeichnet. 

Sie eignet sich vorzugsweise für Länder nicht allzugrosser 
Ausdehnung nach Breite oder Länge, die vom Aequator durch- 
schnitten werden, und ist namentlich für Karten von Afrika sehr 
beliebt. 

Gretscliel, Karten-Projektion. 11 
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Neuerdings ist dieselbe übrigens als angeblich neu unter dem 
Namen „isographische Projektion" vom Medicinalrath Mohr in der 
am 6. Februar 1865 abgehaltenen Sitzung der Niederrheinischen 
Gesellschaft für Natur- und Heilkunde zur Darstellung der ganzen 
Erdoberfläche empfohlen worden. Dazu dürfte sie sich indessen 
weniger eignen. 

IV. Die äquivalente Projektion von Joh. Werner. 

• 
12. Man erhält das Gegenstück der Sanson'schen Projektion, 

wenn man den Kegel statt in einen Cylinder in eine Ebene über- 
gehen lässt, welche die Kugel im Pole berührt. Da die Spitze des 
Kegels alsdann mit dem Pole zusammenfällt, so ist der Radius, 
mit welchem die Abbildung eines Parallelkreises zu beschreiben 
ist, gleich dem Meridianbogen zwischen dem Parallel auf der Kugel 
und dem Pole: 



= a \Y ~ f) = a ^ 



die Parallelkreise werden in ihrer wahren Länge abgetragen. Es 
erscheint demnach der Quadrant des Parallelkreises von der Breite 
</> als ein Bogen, dessen Centriwinkel 

e = 90» gsinx =90«>g^ 

r % 

ist» In diesen beiden Formeln ist natürlich der Faktor, beziehent- 
lich Divisor % in Bogen maass auszudrücken, 1° = 0,0174533. Die 
folgende Tafel enthält die Werthe von für die verschiedenen 
Werthe von % von bis 180° von 10 zu 10 Grad. 
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Auf Taf. IT zeigt uns Fig. XXIV* eine Darstellung Jder halben 
Erdoberfläche nach diesem Verfahren. 

13. Dasselbe rührt von dem deutschen Geometer Johann Wer- 
ner (1468 — 1528) aus Nürnberg her, der im Jahre 1514 bei Ge- 
legenheit einer Uebersetzung und Erklärung des ersten Buches der 
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Geographie des Ptolemäus drei Projektionsarten aufgeführt hat, von 
denen die vorstehende die zweite ist. 

Die beiden anderen Projektionen haben mit der obigen das 
gemein, 

dass die Abbildungen aller Parallelkreise Kreisbogen mit dem 
einen Pole als gemeinsamem Mittelpunkte sind; 

dass die Abstände dieser Bogen von einander gleich sind den 
Meridianbogen, welche auf der Kugel zwischen den einzelnen Meri- 
dianen liegen, und 

dass die Grössen der Längengrade auf verschiedenen Parallel- 
kreisen auf der Karte in demselben Verhältnisse stehen, wie auf 
der Kugel. 

Bei der ersten von Werner angegebenen Projektion wird aber 
der Aequator durch einen vollen Kreis dargestellt, bei der dritten 
durch einen Bogen von 240°; während er bei der zweiten als ein 
Bogen von 229° 11' erscheint. Es sind daher bei der ersten so- 
wohl als bei der dritten Projektion Werners die Parallelkreise im 
Verhältniss zu den Graden des ersten Meridianes zu gross. 

Nur die zweite dieser drei Darstellungsweisen erscheint als 
besonderer Fall der Sanson'schen und ist dahar äquivalent. 

V. Die polykonischen Projektionen. 

14. Die verschiedenen Kegelprojektionen eignen sich alle vor- 
zugsweise zur Darstellung einer schmalen Zone, die auf beiden Sei- 
ten eines Mittel parallels liegt, welcher von den Meridianabbil- 
dungen rechtwinklig geschnitten wird. 

Handelt es sich aber um die Darstellung einer viele Breiten- 
grade umfassenden Partie der Erdoberfläche, so liegt der Gedanke 
nahe, dieselbe in verschiedene Zonen zu zerlegen, die nur eine ge- 
ringe Breitenausdehnung besitzen und für jede dieser schmalen 
Zonen einen anderen Kegel in Anwendung zu bringen, worauf man 
das System dieser abgestumpften Kegelflächen abwickelt. Wenn 
man dabei die Breite der einzelnen Zonen verschwindend klein an- 
nimmt, so erscheint jeder Parallelkreis in der Abwickelung als ein 
Kreisbogen, dessen Mittelpunkt die Spitze des Kegels ist, der die 
Kugel längs dieses Parallelkreises berührt, und die ganze Karte 
lässt sich nach folgenden Regeln konstruiren. 

Der erste Meridian erscheint in seiner wahren Länge als gerade 
Linie ; senkrecht darauf und ihn halbirend steht die Gerade, welche 
den Aequator repräsentirt und welche die doppelte Länge hat. 
Die verschiedenen Parallelen , auf der Karte wie gewöhnlich von 
10 zu 10 Grad angegeben, theilen den ersten Meridian in gleich 
grosse Theile. Sie erscheinen übrigens in ihrer wahren Länge und 
als Kreise, deren Mittelpunkte auf den Verlängerungen des ersten 
Meridianes liegen, für die nördliche Halbkugel jenseits des Nord- 
poles, für die südliche jenseits des Südpoles. Der Halbmesser 
des Parallels von der Breite 9 ist unter Voraussetzung einer Kugel 

r = a cot <f>. 

11* 
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Wie bei allen Kegelprojektionen sind hier die Längengrade 
auf einem und demselben Parallelkreise von gleicher Grösse, und 
zwar behalten sie bei dieser Darstellung ihre wahre Grösse bei. 

Die Meridiane sind durch diese Bestimmungen unzweideutig 
gegeben. 

In nachstehender Tabelle geben wir für die verschiedenem 
Breiten von Grad zu Grad die Werthe des Halbmessers r, mit wel- 
chem jeder Parallel zu beschreiben ist, sowie die Grösse eines 
Längengrades. Als Einheit dient dabei die Grösse des Aequator- 
grades, daher sich für den Halbmesser der Kugel der Werth 

a = 57,295779, 

für den Halbmesser des Parallelkreises 57,295779 cot <jp und 
für die Grösse des Längengrades cos 9> 
ergiebt. 
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15. Die Konstruktion des Netzes ist nach diesen Angaben 
sehr eiufach. 

Man errichtet zunächst zwei aufeinander senkrechte Gerade, 
von denen die eine den Aequator, die andere den ersten Meridian 
darstellt. 

Soll nun die ganze Erdoberfläche abgebildet werden, so trägt 
man auf der ersten Geraden beiderseits 180, auf der letzten 90 
gleich grosse Grade ab. 

Auf dem ersten Meridiane trägt man ausserdem von jedem 
Punkte aus den in vorstehender Tabelle angegebenen Werth von r 
in der Richtung über den Pol hinaus ab; setzt dann im Endpunkte 
von r den Zirkel ein und schlägt einen durch den Theilpunkt ge- 
henden Kreisbogen, auf dem man dann die Längengrade in der 
Grösse, wie die Tabelle angiebt, abträgt. 

Indem man zuletzt noch die Punkte gleicher Länge verbindet, 
erhält man die Meridiane. 

Bei nicht zu grossem Maassstabe kann man übrigens ohne 
merklichen Fehler den Meridian von 90° Länge als einen Kreis 
betrachten, der über der Entfernung der Pole als Durchmesser be- 
schrieben ist. Wenu man diesen Kreis gleich Anfangs zeichnet, 
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ehe man auf jedem Parallel die Längengrade abtragt, so kann man 
letztere auch erhalten, indem man die innerhalb dieses Kreises ge- 
legenen Parallelkreisbogen in gleiche Theile theilt, beispielsweise 
in 18, wenn man die Meridiane von 10 zu 10 Grad zu zeichnen 
wünscht. 

Auf Taf. IV zeigt uns Fig. XXV diese Projektionsmethode, aas- 
gedehnt über etwas mehr als f der Kugeloberfläche; da die linke 
und rechte Hälfte symmetrisch sind, ebenso wie die obere und die 
untere, so ist es leicht sich die fehlenden Partien zu ergänzen« 

16. Es ist bei dieser Abbildung leicht, der Abplattung der 
Erde Rechnung zu tragen. 

In diesem Fall ist 

ein Aequatorgrad = = a -0,0174533 = au, 

öbU 

ein Längengrad von der Breite 9 = ..,- ^ , 

Vi - ** sin V 

ein Meridiangrad von der mittleren Breite 9> 

_ a (1 — <?*) u 

~~ Vi-« 2 sin^y 81 
der Halbmesser des Kreises, Welcher auf der Karte den 

Parallelkreis von der Breite y darstellt, r = ^ r - — « 

Vi— £ *sin*SP 

17. Für grosse Karten ist es nicht gut möglich, die Parallel- 
kreise mit dem Zirkel zu konstruiren. Dann zeichnet man einzelne 
Punkte mittels ihrer Koordinaten x und y. Bedeutet x den Ab- 
stand eines Punktes der Karte, dessen Länge X und dessen Breite 
<jp ist, vom ersten Meridian, während der Abstand vom Aequator, 
vermindert um die wahre Länge des Meridianbogens vom Parallel- 
kreis bis zum Aequator durch y ausgedrückt wird, so ist 

a cot 9 sin 



x = r sin 9 = 



y = r — r cos 



Vi — f ft sin ay 
2 a cot y sin * \B 



"V 1 — £* sin 2 y* 

In diesen Formeln bedeutet den Winkel zwischen dem ersten 
Meridiane und demjenigen Halbmesser des Parallelkreises der Karte, 
der nach dem Punkte von der Länge A und der Breite 9 hin- 
geht. Da 

A a X cos <p 

<p ■ — _ * 

Vi — £ * S i n 29 

ist, «o hat man zur Berechnung von die Gleichung 

S =X sin <J>. 

Die folgende, von Germain gegebene Tabelle zeigt uns die 
Werthe von für X = 10 Grad für die verschiedenen Breiten von 
Grad zu Grad. 
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18. Diese polykonische Projektion ist vom Goast Survey 
Office der Vereinigten Staaten adoptirt worden and wird deshalb 
auch Öfters als amerikanische polykonische Projektion 
bezeichnet. In dem Report of the Superintendent of the Coast 
Survey vom Jahre 1859 finden sich auch von I. E. Hilgard be- 
rechnete Tafeln der Koordinaten x und y. 

Bei der Anwendung dieser Projektion zur Darstellung der hy- 
drographischen Arbeiten der Amerikanischen Küstenvermessung 
handelt es sich nicht um Abbildung eines nach allen Seiten hin 
ausgedehnten Ländergebietes, sondern nur um Kartirung eines 
schmalen Küstensaumes. Man fertigt dann für jede Aufnahme eine 
besondere Karte mit ihrem eignen Mittelmeridian, und diese eiuzel- 
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nen Karten sind durch die Fixpuukte einer Triangulation mit ein- 
ander verbunden. 

19. Für Lokalkarten und kleinere hydrographische Aufnahmen, 
wendet das Küstenvermessungs-Amt der Ver.-Staaten eine etwas 
modificirte Darstellungs weise an, die man als ä quid is tan te po- 
lykonische Projektion bezeichnet. 

Man konstruirt danu zunächt provisorische Parallelen und 
Meridiane, trägt aber dann auf jedem der letzteren vom Mittel- 
parallel aus nach Norden und Süden dieselben Theile ab, die auf 
dem Mittel-Meridian angegeben sind. Durch die auf diese Weise 
erhaltenen Punkte gleicher Breite legt man daun die definitiven 
Parallelkreise. Auf die Weise erhält man eine konventionelle Dar- 
stellung, bei welcher die Meridianbögen ihre wahre Länge beibe- 
halten. 

Es liegt auf der Hand, dass man ohne erhebliche Fehler diese 
Projektion nicht über grosse Flächenräume ausdehnen darf. Die 
Amerikanische Küsten Vermessung benutzt dieselbe auch nur bis zu 
Flächen vou einem Quadratgrad in einem Maas.sstabe von höch- 
stens TtröUTT- 

20. Eine andere Art der polykonischen Projektion wird vom 
Topographischen Departement des Englischen Kriegsmiuisteriums 
zur Darstelluug grösserer Theile der Erde augewandt. 

Vergl. Description of the Projektion used in the Topographi- 
cal Departement of the War Office for maps embracing large 
portions of the Earth's surface, drawn up ty CapL Clarke, ß. 
E. and communicated by Col. Sir Henry James, R. E. Director 
of the Topogr. Dep. — Journal of the Royal Geogr. Soc. Vol. 
XXX. London 1860. 

Diese Projektion führt den Namen rektanguläre polykoni- 
sche Projektion, weil die Meridiane alle rechte Winkel mit den 
Abbildungen der Parallelkreise bilden. 

Der Aequator und der Mittelmeridian werden wie bei der ge 
wohnlichen (amerikanischen) polykonischen Projektion gezeichnet 
und,eingetheilt; auch die Parallelkreise werden, wie bei jener Pro- 
jektion, durch Kreisbogen vorn Halbmesser 

r = a cot (p 
dargestellt, deren Centra auf dem Mittelraeridian liegen. Aber die 
Eintlieilung der Parallelkreise, .oder die Abtragung der Längengrade, 
erfolgt in anderer Weise. 

Denkt man sich zum besseren Verständnisse die verschiedenen 
Parallelkreise auf einer Halbkugel, etwa von Grad zu Grad ange- 
geben, so zerfällt die ganze Halbkugel in eine Anzahl Zonen. Jede 
der letztern wollen wir uns annäherungsweise ersetzt denken durch 
die Mantelfläche eines abgestumpften Kegels, dessen Grundflächen 
die beiden die Zone begrenzenden Parallelkreisebenen sind. Das 
System dieser Kegelzonen wollen wir aufschneiden in der Ebene 
des ersten Meridianes, aber auf der gerade abge wandten Seite, und 
dann die sämmtlichen Kegelflächen abwickeln. Bei dieser Ab- 
wickelung in eine Ebene erhält man nun ein System von Flächen, 
deren jede von zwei Kreisbogen begrenzt ist, deren gemeinsamer 
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Mittelpunkt das Centrum der betreffenden Kegelfläche ist. Die 
sämratlichen Meridiane auf einem solchen Flächenstreifen sind Ge- 
, rade, die nach dem Cent rn na der /.wei Bogen gehen und letztere 
in gleiche Theile theilen. Diese Geraden stehen somit anch senk- 
recht auf deu beiden Bogen, welcbe den Flächenstreifen begrenzen. 
Die Gesammtheit der Geraden, welche aus den Meridianen einer 
gewissen Länge, auf den verschiedenen Kegeln sich ergeben, norden 
nun eine gebrochene Linie bilden, deren Elemente senkrecht stehen 
auf deu Parallelkreisen und jeden derselben in gleiche Theile thei- 
len, und man könnte dann, indem man die Anzahl der Zonen ius 
Unendliche wachsen lässt, sich der Grenze nähern, so dass jeder 
Meridian eine stetig gekrümmte Gerade wird, wenn nicht ein Um- 
stand diesem Verfahren entgegen s lande. Es ist derselbe Umstand, 
der sich der Abwickelung der Kngelfläche überhaupt entgegenstellt. 
Die sänimtlichen Flächenstreifen, welche durch Abwickelung der 
verschiedenen Kegel erhalten werdeu, hängen nämlich nur längs 
des ersten Meridiane» zusammen, sind aber übrigens durch Zwi- 
schenräume getrennt, so dass also jeder Meridian aus soviel getrenn- 
ten Stückeu besteht, als man Zonen angenommen hat. 

Hieraas ergiebt sich, dass die rechtwinklige Lage der Meridiane 
gegen die Parallelkreise nnr gewahrt werden kann, wenn man die 
gleiche Eintheilong der Parallelkreise in Theile, die den Längen- 
bogen auf der Kugel entsprechen, aufgiebt. 

2t. Es handelt sich nun darum, die Gestalt der Meridiane 
näher zu bestimmen. Bei dieser Bestimmung wollen wir ans der 
Elemente der Infinitesimalrechnung bedienen. 

Es sei M (Fig. 5t) der Punkt der Karte, 5ia . 59. 

in welchem der Parallelkreis von der 
Breite <p den ersten Meridian schneidet, 
P sei der Punkt dieses Paralfels, welcher 
der Länge X entspricht, sei der Mittel- 
punkt des Kreises. 

M', P' und 0' mögen dieselben Punkte 
für den benachbarten Parallelkreis von 
der Breite *f> + d<f> sein, wo df>, im Sinne 
der Differentialrechnung genommen, eine 
verschwindend kleine Zunahme von <f be- 
zeichnet. 

Die beiden Halbmesser OP nud O'P' 
müssen dann die Tangenten der Meridian- 
kurve in den Punkten P and P' sein, und 
diese Kurve ist bestimmt, wenn man den 

Winkel POM = B kennt, welchen OP mit dem ersten Meridiane 
einschliesst; denn P erscheint als Schnittpunkt des bekannten 
Kreisbogens MP und des Halbmessers OP. Es handelt sich also 
jetzt um Berechnung des Winkels 6. 

Bezeichnet man nun den Schnittpunkt von OP und O'P' mit 
N, so ist im Dreiecke OO'N nach dem trigonometrischen Sinus- 

00' : ON = sm ONO' : sin OO'N. 
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Hier ist 

00' — MO. — WO 4 - MW 

= a cot <p — a cot (9> -f- d<p) — ad<p 

cot <p — - cot W 4- df) , Ä , Ä 

= a r~ — J — — dq> — ad<p 

d<p 

= — — - — d<f — ad<f = a cot *a> rfy , 
sin 2 9> 

0# = a cot y, 

OiW = M'O'N - JfOtf = (e + de) — e = de 

und sin ONO' = sin de = de, 

endlich sin MON = sin 8, 

so dass man erhalt 

a cot 2 *p d<p : a cot (p — de : sin 8 

de 

oder cot <p - d<p = — — — • 

sin e 

Die Integration dieser Differential-Gleichung liefert das Re- 
sultat 

l sin y = Z tan \ e -f- C, 

wo der Buchstabe Z, wie früher die natürlichen Logarithmen, C 
aber die Integrationskonstante bedeutet. Denkt man sich letztere in 
Form eines negativen Logarithmus 

C= — IK, 

und geht man nach dieser Substitution in vorstehender Gleichung 
von den Logarithmen zu den Zahlen über, so erhält man die 
Gleichung in der Gestalt 

K sin y = tan \ 8. 

Die Bedeutung der Konstanten K erkennen wir leicht auf fol- 
gende Weise. 

Der Abstand eines Punktes P von dem Mittelmeridian ist durch 
den Ausdruck 

2 a cot y • tan \ e 



OP • sin e = a cot <p • sin e = 
— 2aK 



1 + tan * £ 8 
cos y 



1 + K* sin *9> 

gegeben. Setzt man nun <p = 0, so erhält man für diesen Abstand 
den Werth 

2aK. 

Da aber auf dem Aequator, für <p = 0, die Abschnitte in ihrer 
wahren Grösse abgetragen werden, so ist 

2 aK = aX 
und folglich 

so dass unsere Gleichung zwischen <f und 8 nunmehr lautet: 

^X sin 9> = tan £8. 
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22. Zur Konstraktion des Punktes P von der Breite 
X = 2K , der auf einem gegebenen Parallel von der Breite 9> liegt, 
hat O'Farrell die nachstehende einfache Konstruktion angegeben. 

Im Punkte M errichte man auf dem Mittel in eridiane die Senk- 
rechte MT , welcher man die Hälfte der wirklichen Länge des 
Parallelkreisbogens giebt, welcher durch MP dargestellt werden 
soll, also 

MT = \a\ cos <p. 

Setzt man dann den Zirkel in T ein und schlägt mit der Oeff- 
nnng TM einen Bogen, so schneidet dieser den von aus mit 
der Oeffnung OM geschlagenen Bogen im gesuchten Punkte P. 
Denn es ist 

tan TOM = ^ = i^^ = • X sin 9 = tan i e 

OM a cot <p 2 * 

also TOM = £ S und sonach P0M=9. 

23. Wir wenden uns nun zu der Betrachtung der Linear- 
verg rosse rang für die verschiedenen Punkte der Karte. 

a) Das Bogenelement des Parallelkreises auf der Kugel ist 

adX cos <P; 

das entsprechende Element der Karte ist 



OP • ^ dk. 



Nun ist aber 



tan £ 8 = £ X sin <jP, 

woraus folgt 

do n ^ . sin 9> 

-=- = cos i8 sin <p = - — j — Tjr - . » 

dX * x 1 -j- JBT» sin 2 y 

Setzt man noch für OP seinen Werth a cot <f>, so erhält man 
für das Bogenelement des Parallelkreises auf der Karte den Werth 

adX cos (p 

1 -+- K* sin 2 y ' 

und sonach ist die Linearvergrösserung auf dem Parallel- 
kreise 

*' = 1 + K* sin *y ' 

Pur IT = 0, also X = 0, und ebenso für y = 0, also für den 
Mittelmeridian und den Aequator, hat k' stets den Werth 1, sonst 
aber ist dieses Verhältniss stets ein echter Bruch. 

b) Das Meridianelement auf der Kugel ist 

adtp) 
das entsprechende Element auf der Karte ist PP 4 (Fig. 59) und 
möge ds heissen. Nun ist aber in der Figur 

OP = 00' cos S + O'P' cos OBO 4 + PP 1 -, 

dabei ist OP = a cot y, 00' = a cot *y : d<p, O'P 4 cos OP0' 
= O'P 4 = a cot (y -f dy) und also 

PP' = ds = a cot (p — a cot *<p • ^SP — « cot (y + dy), 



— 172 — 

woraus sich nach einigen leichten Umwandlungen ergiebt 

j * M 1+ #• + JT 2 cos*y 

ds= ad<p • — — — j — r L . — s 

1 + K 2 sin «y 

Sonach ist die L inear vergrösser ung im Meridiane 

. « — 1 + g 1 + - g* cos *? 

K 1 + Z* sin *? "" 

Dieses Verhältniss hat den Werth 1 für K = , also X = 0, 
gerade so wie dies für k' der Fall ist. Für <f = oder den Ae- 
qnator ist aber 

k" = 1 -f 2#*, 

die LinearvergrÖS8erung im Meridiane nimmt also längs des Aequa- 
tors vom Mittelmeridiane mit wachsender Länge stetig zu von 

1 bis 1 -f -*- = 5,9348. 

24. Endlich gedenken wir noch der Flächen vergrös se- 
ruug. Diese ist 

< " — ! + K * + K * c os 2y 
* H — (1 + K* sin *?)* 

Längs des ersten Meridian es, für X = 0, also auch K = 0, ist 
dieselbe der Einheit gleich. 

Längs des Aequators ändert sie sich in demselben Verhält- 
nisse wie x". 

Ausserdem hat dieselbe den Werth t längs der sphärischen 
Kurve, die durch die Gleichung 

1 + Z» + K* cos *y = (1 + K* sin «?)• 
oder 

Z* sin 4 y -f 3 sin 4 9> — 2 = ,0 

defiuirt ist. Diese Kurve schneidet den ersten Meridian rechtwink- 
lig unter 54° 44' Breite, von da an wendet sie sich südlich, pas- 
sirt den Meridian von 90° Länge in der Breite von 50° 26' und 
erreicht den die Karte begrenzenden Meridian unter 43° 46' Breite. 
In allen Punkten anf der Südseite dieser Knrve sind die Flächen 
vergrössert, nördlich davon aber verkleinert. 

25. Da diese Projektion nur zur Darstellung grosser Theile 
der Erdoberfläche dient, so ist es nicht nöthig, die Abplattung in 
Betracht zu ziehen. 

Anf unserer Taf. T, Hg. XXT, ist etwas über die Hälfte der 
Kugel in dieser Weise dargestellt. 



Viertes Kapitel. 

Aequivalente Abbildungen, 
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Allgemeine Theorie der äquivalenten Abbildungen. 
I. Ableitung der Formeln für die Aequivalenz. 

1. Es ist schon in der Einleitung (Seite 4) angegeben worden, 
dass bei den äquivalenten Abbildungen zwei Flächenstucke auf der 
Erde in demselben Verhältnisse zu einander stehen, wie die ihnen 
entsprechenden Flächenstücke auf der Karte. Es kommt im We- 
sentlichen auf dasselbe hinaus und macht nur rücksichtlich des 
Maassstabes einen Unterschied, wenn wir im Folgenden annehmen, 
dass jedes Flächenstück der Karte seinem Originale 
gleich ist. 

Indem wir nun im Folgenden die allgemeinen Bedingungen der 
Aequivalenz, zugleich unter Berücksichtigung der sphäroidischen 
Form der Erde entwickeln, machen wir ohne Weiteres von den 
Hilfsmitteln der höhern Analysis Gebrauch; während später, bei 
Betrachtung einzelner specieller Abbildungsweisen, wieder eine ele- 
mentare Darstellung eintreten soll. 

2. Wir nehmen auf der Oberfläche des Sphäroides zwei un- 
endlich nahe Parallelkreise an, deren Breiten <p und <jP 4~ d<p sein 
mögen, und ferner zwei Meridiane, welche den verschwindend klei- 
nen Winkel dX einschliessen , deren Längen daher k und X -f- d\ 
sein mögen. Durch diese vier Linien wird auf dem Sphäroid ein 
verschwindend kleines Rechteck begrenzt, dessen Grundlinie und 
Höhe durch die Bogenelemente des Parallelkreises und des Meri- 
dianes dargestellt werden. Ist nun 

a cos 9> 
r = — 

y 1 — s* sin *<p 



der Halbmesser des Parallelkreises von der Breite <f (vergl. S. 42), 
so ist das Bogenelement des Parallelkreises 

,, a cos 9> di. 

rdk = -= — : _ ; 

V 1 — s a sin *y 

and wenn (zufolge S. 24) 

n _ a (!-«« ) 



der Meridianellipse in der Breite f De- 
ment dieser Ellipse 

« j i - .«) *, . 

lelement auf dem Sphäroid 

g» (l — s») cos y rfj, rfy 

(i — £* sin a y) a 
der Oberfläche des Sphäroides, welche 
techteckes bilden und die Koordinaten 

y -|- d<f, J. 

if .-j- «*?, X + dX 
anf der Karte vier Nachbarpnnkte, 
e rechtwinkligen Koordinaten bestimmt 
aber annehmen, dass einem Punkte des 
laten f, X ein Punkt der Karte mit den 
t, so «erden den oben erwähnten vier 
lien Flächenelementes anf der Karte vier 
Koordinaten 

• + $* » + g*> 

. •+£*+£*. »+§*+&« 

dnrch den Buchstaben 9 ein partielles 
, während d ein totales Differential be- 

le des Viereckes zu ermitteln, welches 
dnrch die vier Punkte der Karte be- 
stimmt wird. Wenn aber 

P P. 

P* P* 

vier Punkte nnd 

*, y »if yi 

»i» Vi «s, fr 

ihre rechtwinkligen Koordinaten sind, 
so findet man dnrch Zerlegung in Tra- 
peze mittels der rechtwinkligen Ordi- 
nalen (vergl. die Hg. 6t) für die Fläche 
des Viereckes PP,P t P a die Formel 
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i (a?i — x) (y + y,) + i (o?» — x,) (y t -f y 8 ) 

— 4 (*» — *) (y + y*) — * ( x 3 — #«) (ya + y*)* 

Wendet man diese Formel auf die Koordinatengruppe (2) an, 
so ergebt sich für das Flächenelement der Karte der Ausdruck 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung der Aequivalenz 
ist nun die, dass jedes Flächenelement der Karte zu dem entspre- ' 
cbenden Flächenelemente der Karte in einem festen, von den Koor- 
dinaten unabhängigen Verhältnisse steht. Man ändert nur den 
Maassstab der Karte, wenn man den Werth dieses Verhältnisses 
mit einem anderen vertauscht. Deshalb wollen wir diesen Werth 
gleich Eins annehmen und also die Formeln (1) und (3) einander 
gleich setzen. Wenn wir dann noch beiderseits den Faktor d<f dX 
weglassen, so erhalten wir als Bedingung der Aequivalenz die par- 
tielle Differentialgleichung 

t\\ J!?L _?y_ __ ^L _?«£- a 2 (1 •— s*) cos y 

2. Die Koordinaten x und y sind im Allgemeinen Funktionen 
von (p und A, und zwar kann man die eine derselben willkürlich 
wählen. 

Setzt man demgemäss 

(5) x = F(X 9 ?), 

so sind auch die partiellen Differentialquotienten 

*dx *dx 

• . (6) W = p * nd Jbf = i 

bekannte Funktionen von X und (f. Mit Einführung der Grössen 
p und q und wenn man die rechte Seite der Kürze wegen mit cv 
bezeichnet, geht die Gleichung (4) über in 

Multiplicirt man dieselbe mit d<p, so erhält man 

(8) P^-d9-q^d9 = '-d9. 

Man setzt nun 

pdX -f- qd<p = 0, 

und wenn man diese Gleichung mit -^#- multiplicirt und dann zur 
Gleichung (8) addirt, so entsteht 



r(M d * + ^ dX ) = wdip - 



Hier ist aber der Faktor von p identisch mit dem. totalen Diffe- 
rential dy und man hat daher 

pdy = wdq> 
oder 
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dy = — d<p 
V 
und die Integration giebt 

Da die Integrationskonstante C nur von 9 unabhängig sein 
mnss, so kann sie im Allgemeinen eine willkürliche Funktion von 
#, /(#), sein. Man kann daher als Bedingung der Aequivalenz 
statt (4) die beiden Gleichungen 

x = F(\, 9) 

*, x . T«* — «") cos 9 d<f 

(9) j y=/(^) + J (1 _ fasin ^ T i--^- 

aufstellen. 

Man sieht aus diesen Formeln, dass die Aufgabe auf unzählige 
Arten lösbar kt, und dass, wenn man eine Lösung 

x = F{\,9) 9 y = F t (\,<p) 

kennt, man unendlich viele Lösungen daraus ableiten kann, indem 
man statt F x (X, 9) für y die Summe f(x) -f- F t (X, 9) setzt. 

IL Beispiele zur Erläuterung. 

3. Als ein Beispiel für die Anwendung dieses Verfahrens be- 
trachten wir die Annahme 

x = ak\ 
aus ihr folgt 

. *dx 
P = M = « 

und also 

„ (\ *\ f co s 9 d 9 

Durch die Substitution sin 9 = z geht das Integral über in 

r dz 

J (1 - f*2*) " 

Nun ist aber 

z \ dz dz 



d \2(\ —8*z*))~ 



(1 — s* z*)* 2(1 — €*S*) 

und daher ist auch umgekehrt 

g _ r dz_ t r dz 

2 (1 - S* S«) ~ J (1 — £ 2 *»)* * ^ ! — ** S 2 

oder 

efe z_ , j C dz 

(1^— «■*■)■""" 2(1 — s*s*7 + *J 1 — €*s* 

S j 1_ . 1 -f- sz 

~ 2 (1 — £*~s*y "*~ 47 1 — sz 
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Setzt man schliesslich wieder sin y für 2, »o erhält man 
n 1 t* *\ T sin 9 1 I , 1+eiinfl 

Im Betreff der Eonstaaten C ist nun die einfachste Annahme 
offenbar die, dass für 9> = auch y = ist, woraus folgt (7=0. 
Die Projektion ist dann durch die beiden Gleichungen definirt 

!x = a\ 
v-a(l c*\\ " 8iny I * Z 1 + t8in y l, 

y-a^l O [j (1 _ , t 8in , y + fc * , _ , sin yj- 

Da 

1 - « « sin *y = » + £ " 8in '* + j4 sin *» + ••.• 
und 

i i t+f_«5L? — fi sin y + 4 *» sin a 9> + A «• »in *» + . . . 
. 1 — s sin y 

ist, so kann man mit Vernachlässigung höherer Potenzen von s als 
der dritten für y auch schreiben 

y = a (1 — «*) (sin 9 +f ** sin 8 9>) 
oder auch 

(11) y = a sin 9 — a« * «in 9 [1 — 1 sin «$>]. 
Für den Fall der Kugel, also s = 0, wird einfach 

y = a sin y 

und man hat dann die bereits auf S. 113 betrachtete Lambert'sche 
Projektion. Die Formeln (10) geben die Erweiterung dieser Pro- 
jektion für das Sphäroid. 

4. Ein anderes einfaches Beispiel liefert ans die Annahrre 

/« A \ \ aX cos y 

(12) x = rX = r ? =r==- 

K V\ — £* sin »9 

unter dieser Voraussetzung ist 

a cos 9 

V 1 — «* sin *9> 
und folglieh 

y = a(1 — ««) f .- dy ==- 
* J Vi - «• sin *<p' 

Zu einer einfacheren Darstellung dieses Integrales gelangt man 
durch Differentiation des Ausdruckes 

sin 9> cos 9 

Vi — s* sin «SP 
nach <jp; man findet 

^ sin 9 cos » _ 1 y; a . «„» ,^ I — «• dty> 

J ^i » :^===:ä V ^---g*s"'*y<fo ) ~ 



y"l — s* sin 2 y ** £ * V*i — s*sin> 8 

und daraus ergiebt sich, wenn man integrirt, 

Gretschel, Karten-Projektion. 12 
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/v , _ 1, .„■ = t ^ fr^s* ** 



Vi — s* siD 2 g>' 

£ ft sin y cos y 



1 — «• * Vi — 5 « sin *y 
Sonach erhält man für y den Werth 

fir; ü—t— *— 7 as* sin 9> cos y 

(12a) v = a I Vi — € * sin *9> • rfy — _ r .__^ ===Jb- 

' y J V| - £ *sin*<p 

Das hier stehende Integral lässt sich nicht in geschlossener Form 
angeben, es ist ein elliptisches Integral zweiter Ordnung und man 
schreibt nach Legendre 

fV\ — £ 2 gin 2<p . d y— E fa v y 

Für unseren Zweck ist es indessen unnöthig, darauf weiter 
einzugehen; es reicht aus, den zu integrirenden Ausdruck in eine 
Reihe zu verwandeln, von der die ersten beiden Glieder allein bei- 
behalten, die übrigen aber, die die vierte und noch höhere Potenzen 
von € enthalten würden, weggelassen werden. Man erhält so 

/Vf— ** siu*9> • d<f = fd<p [t — i £ 2 sin »y] 

= fd<f [1 — i e* -f i f a cos 2y] 

= (1 -i£ 2 )<r+i£*sin2y, 

und da ausserdem mit Vernachlässigung der vierten und höherer 
Potenzen von s das zweite Glied der rechten Seite von (12a) den 
Werth hat 

a s* sin y cos 9 „ . , . . Ä Ä 

..,. = as 2 sin 0> cos y = i a s* sin 2tf>, 

Vi - £ * sin *y * 

• so nimmt, unter der Voraussetzung dass die Integrationskonstante 
= ist, y den Werth an 

(13) y = a (1 — £<?*) <p — | as 2 sin 2y. 

Für den Fall der Kugel, für s = 0, gehen die beiden Formeln 
(12) und (13) über in die einfacheren 

(14) x — a\ cos <p und y = afp. 

Wir haben es also mit der schon auf S. 160 behandelten San- 
son-Flamsteed'schen Projektion zu thun. 

III. Abbildungen bei denen die Parallelkreise durch parallele 

Gerade dargestellt werden. 

5. Man kann auch versuchen, die beiden willkürlichen Funk- 
tionen F und f der allgemeinen Lösung in Gleichung (9) derart zu 
bestimmen, dass die Abbildungen der Parallelkreise oder Meridiane 
oder beider gewisse, im Voraus bekannte Linien werden. 

Wenn man z. B. die Parallelkreise durch parallele Gerade dar- 
gestellt wünscht, so muss y eine Funktion sein , die lediglich von 
der Breite y abhängt. Man wird also in der zweiten Gleichung (9) 

f{x) = 
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und 

setzen, wo G eine beliebige Funktion bedeutet. Differentiirt man 
letztere Gleichung, so erhält man 

und da der zweiten Gleichung (9) zufolge 

dy _ a* (1 — g a ) cos y 1 
dy ~ (1 - s* sin *y)*~ " ß# 

ÄX 

ist, so erhält man zur Bestimmung von x die Gleichung 

1 dx _ a* (1 — s*) cos y 

«I — (1 — s * sin a y)* ö' (y) ' 

aus welcher folgt 

a 2 (1 - **) * cos ? , r 
(l-s*sin 2 y)* ^'(y)" 1 " ' 

wo C eine von X unabhängige Konstante bedeutet. Wiir man, dass 
für X = auch x = sei , so muss man C= nehmen und die 
Lösung des Problemes wird dann ausgedruckt durch die beiden 
Gleichungen 

| _ q* (1 — g*) X cos y 

(15) \ X ~ (1 - e* sin *y)* G' (y) 

( y = £ (?). 

Für den Fall einer Kugel, also für s = 0, geht die erste die- 
ser Gleichungen über in 

(.5» . - *£§f- 

Vergleicht man zwei Meridiankurven, etwa die zur Länge X 
und zur Länge X' gehörigen, mit einander, so sieht man, dass die 
Ordinaten y, die zur Breite y gehören, für die Kurven gleich sind 
und dass die Abscissen sich verhalten wie die Längen X und X'. 
Die Ausdehnung nach der einen Richtung, der Richtung der y, ist 
also bei allen Kurven dieselbe, während die Dimensionen zweier 
Kurven in der senkrechten Richtung, derjenigen der #, in einem 
bestimmten festen Verhältnisse (X : X') stehen. Solche Kurven 
nennt man affin; die Sanson-FIamsteed'sche Projektion giebt uns 
ein Beispiel dafür. 

6, Ein anderes Beispiel erhalten wir, wenn wir die Meridian- 
Kurven von elliptischer Form voraussetzen. Es sei n die in Rich- 
tung der y liegende gemeinschaftliche Halbachse dieser Ellipsen, 
m dagegen die in Richtung der x liegende Halbachse der Meridian- 
ellipse von der Länge X. Nehmen wir dabei die Erde als kugel- 
förmig an, so hat das s'phäroidische Zweieck zwischen den beiden 
Meridianen von der Länge J^X die Fläche 4a 2 X, und da dieses 
Flächenstück durch die Ellipsenfläche von den Halbachsen m und 

12* 
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n dargestellt wird, welche nach S. 27 den Werth mnn hat, so 
besteht die Gleichung . 

(t6) www = 4a 2 X. 

Die Gleichung der Ellipse ist ferner (S. 14) 



^Ijl. Ml 

i2 « 4*2 



und da 

x 



a a X cos ff a* X cos <f d<f 



m m G' (y) w e?«/ 

ist, so ergiebt sich 

a 2 X cos y tfff\ g . ^ _ 
m dy ) ' w 2 . ' 
woraus folgt 

a*wX cos y dy = mdy V n * — ~y«- 
Weil ferner 

f <2y V w * — y* = £ y ^n* — y 2 + £ n* Aresin -^ 

ist, so gelangt man durch Integration vorstehender Gleichung zu 
dem Resultate 

(17) 2 a 2 nX sin *f = my V n * — y 2 + mn 2 Aresin — • 

Die Integrationskonstante ist hier gleich Null angenommen, damit 
für <f = auch y = werde. 

Man kann die Gleichung (17) durch eine einfachere ersetzen, 
wenn man nm den Mittelpunkt einen Kreis mit dem Halbmesser n 
beschreibt und den Punkt, in welchem der Parallelkreis von der 
Breite <f diesen Kreis schneidet, durch einen Halbmesser mit dem 
Mittelpunkte verbindet. Bezeichnet % den Winkel , den dieser 
Halbmesser mit der Achse der x bildet, so ist 

y = n sin % 

und die Gleichung (17) geht nun, wenn man beiderseits den Faktor 
n weglässt, über in 

2 a 2 X sin ff = mn sin % cos % + mn •£. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit ir und setzt dann 4a 2 X an 
die Stelle von mnir [vergl. Gl. (16)1, so bleibt nach Weglassnng 
des gemeinschaftlichen Faktors 2 a 2 A noch die Gleichung übrig 

TT sin y — 2 sin % cos % -f- 2 % 
oder 

(18) 9 rsiny = sin2% + 2%. 

Diese Projektion, bei welcher alle Parallelkreise durch parallele 
Gerade und alle Meridiane durch Ellipsen dargestellt werden, rührt 
Von dem deutschen Mathematiker C. B. Mo 11 weide (geb. 1774, 
gest. 1825) her. Vergleiche dessen Abhandlung im Augustheft 
1805 von Zach 's monatl. Korrespondenz: „Ueber die von Prof. 
Schmidt in Giessen in der zweiten Abth. seines Handb. der Na- 
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tnrlehre S. 595 angegebene Projektion der Halbkugelfläche." Wei- 
tere Verbreitung hat ihr indessen erst der französische Gelehrte 
Jacques Babinet (geb. 1794, gest. 21. Oktober 1872) verschafft, 
der sie 1857 unter dem Namen horaalographische Projektion 
(vom griechischen o'/utaAos, gleich) empfohlen hat. Vergl. I. Ba- 
binet, Mappe-Monde. Systeme homalographique. Paris. E. Bour- 
din. Wir werden gleich näher auf diese Projektion zurückkommen; 
auf Taf. T zeigt Wg. XXVII ihre Anwendung für Darstellung der 
ganzen Erdoberfläche. 

7. Ein anderes Beispiel einer Projektion mit geradlinigen und 
parallelen Abbildungen der Parallelkreise bietet, wenn wir die 
S. 113 erwähnte Lambert'sche Projektion übergehen, die sogenannte 
stereographisch-äquivalente des Geniekapitäns Prepetit- 
Foucaut. Dieselbe hat ihren Namen daher, dass die Schnittpunkte 
des ersten Meridianes mit den verschiedeneu Parallelkreisen diesel- 
ben Abstände unter einander haben, wie bei der stereographischen 
Meridianprojektion (vergl. S. 63 u. f.). Es ist also hier 

(19) t/ = 2atan-|^, 

wenn man den Fall einer Kugel ins Auge fasst. Mithin ist 

dy a 

d<p cos ^p 

~2 

und da zufolge der zweiten Gleich. (9) 

dy a 2 cos 9 



ist, so c.'huU man 



d<p &» 

— = a cos <p cos a — 



und mithin 

(20) x = aX cos y cos 2 



9 



2 

Diese Projektion ist der Formel (19) wegen nicht geneigt zur 
Darstellung der ganzen Erdoberfläche. Versuchen wir deshalb die 

IT 

Halbkugel darzustellen, so erhalten wir f ür y = — den Werth 

2 

y t = 2a; dagegen für fl> = und X = — den Werth x x = a — . 

Man kann die Darstellung leicht so abändern, dass die beiden 
Hauptdimensionen x x und y x gleich gross werden, sowie auf der 
Kugel der Meridianquadrant gleich ist dem Aequatorquadranten. 
Zu dem Zwecke multipliciren wir x mit einem Faktor k und divi- 
diren y mit demselben Faktor. Jedes Flächenelement wird dann 
in Richtung der x im Verhältnisse 1 : k vergrössert und in der 
Richtung der y im Verhältnisse k : 1 verkleinert, seine Fläche bleibt 
also ungeändert. Die beiden Werthe x t und y x werden aber 
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« 7 2a 

. * l =«-^'i nnd », =-j c i 

sollen nun dieselben einander gleich sein, so ntnss 

*. = J-,,l.o* = ' 

w Vn 

sein, and mau hat dann statt (19) und (20) die Gleichungen 

t « = a V^ tan -?- 



(21) 



|«=T=rl«l|f« 



JL 



Es ist leicht, aus diesen Formeln die Werthe von y und x zu 
berechnen, indessen ist die ganze Methode kaum so wichtig, dass 
wir länger dabei an verweilen haben. 

8. Eine andere, hierher gehörige Form der Darstellung erhal- 
ten wir, wenn wir die Abbildungen der Meridiane als gerade Liniea 
voraussetzen, die von einem Punkte ausgehen. Die Erde als eine 
Kugel annehmend haben wir dann zunächst die Gleichungen (15) 
_ , . , « 2 Xcosy a 2 X cos ff , 

„ = ff (W »nd * = — . lw - = — dy - V ~ it. 

Bezeichnet man ferner mit b die Ordinate des gemeinsamen 
Durchschnittspunktes der Abbildungen aller Meridiane, so hat die 
Gleichung eines solchen Meridianes von der Länge X die Form 

x=(y — b)H(X), 
wo H eine Funktion ist, die nur von X abhängt. Setzt man aber 
für x den vorstehenden Werth, so ergiebt sich 

und aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dass H (X) Nichts weiter 
ist, als eine Eonstante, mnltiplicirt mit X, etwa 
M (X) = mX. 
Durch Substitution dieses Werthes in die vorige Gleichung er- 
hält man, nachdem man den Faktor X beiderseits weggelassen, 

a 4 cos <p d*f = m(y — b) dy 
und dnreh Integration dieser Gleichung kommt man zu dem Re- 
sultate 

a a sin <p = my(\y — b). 
Eine Integrationskon staute ist nicht hinzugefugt worden, damit für 
y = auch y = werde. 

Da für f = 90° die Ordinate y den Werth b annimmt, so hat 
man zur Bestimmung von m die Gleichung 

« s = -|mi*, also m = — - 2 ^y 

Sonach haben die beiden Gleichnngen der Projektion die 
Form 
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(22) j* = ^(6-y)X 

(26 — y) y = J 2 sin <p. 

E. Collignon hat vorgeschlagen die Konstante b so zu wäh- 
len, dass die Halbkugel, die im Allgemeinen immer ein Rhombus 
wird, eine quadratische Form annimmt. Zu diesem Zwecke ist 

nothwendig, dass für X = -J- - und <p = die Abscisse x den 

Werth ^ b erhält. Da y = 0, so giebt uns die erste der Gleich- 
ungen (22) den Werth 

b = aVn" 

and an die Stelle der Gleichungen (22) treten nun die folgenden 

(23) {x= 2 }(aV*-y) 

\ y*— 2aVn -y-\-a*% sin <f = 0. 
Aus der letzten ergiebt sich der Doppel werth 



y = a Vn 1 ± Vi sin — - V 



Da aber dem Sinne der Darstellungsweise gemäss y immer 
kleiner als a Vn sein muss, so hat man nur das untere Zeichen 
zn nehmen und es ist also 

(24) y = aVn [l — VT sin 90 ° ~ 9 \ 

Mittels dieser Gleichungen kaun man leicht die Karte zeich- 
nen, die auf Taf. Y, Fig. XXVIII dargestellt ist. 

Zunächst tragt man auf jeder der beiden senkrechten Geraden, 
die man durch den Mittelpunkt der Karte gezogen, die Strecke 
a Vn ab und erhält so die Punkte Q und (),, die Abbildungen 
der Pole, und die Punkte A und A x des Aequators von der Länge 

1 2 

Theilt man dann AA X in 18 gleiche Theile und verbindet die 
Theilpunkte mit Q und Q x , so erhält man die Meridiane von 10 
zu 10 Grad Länge. 

Um die Punkte zu erhalten, in denen der erste Meridian QQ % 
von den Parallelkreisen geschnitten wird, errichte man senkrecht 
auf QA eine Gerade QC = a Vn und schlage um Q als Mittelpunkt 
den Viertelkreis CD, Ist dann der Bogen DE gleich der Breite y, 
so halbire man den komplementären Bogen CE in F und ziehe 
durch F eine Parallele zu CQ, welche OQ in G schneidet. Eine 
durch G parallel zu AA X gezogene Gerade repräsenürt dann den 
Parallelkreis von der Breite <p. Denn wenn CC 4 senkrecht auf 
FG und CC" parallel zu QO gezogen wird, so ist 

CG = QC sin = a Vn sin — - , 

£ C'CC = 45°, also C' C" = CC\ 
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9(1» — (f 

90°- 



' = VT a W sin - 



- CC" = aV* ( 1 - Wsin- 



-')■ 



bei denen die Parallelkreise durch kon- 

:be Kreise dargestellt werden. 

9. Es aei in Flg. 61 der Mittelpunkt 
aller koncentriseben Kreise und der Punkt 
P', welcher auf der Karte dem Paukte P von 
der Länge X und der Breite f auf dem 
Spliäroide entspricht, werde bestimmt durch 
den Radius OP 1 = r und den Winkel 0, den 
dieser mit einer festen Achse OM bildet. 
Das Flächenelement, welches zwischen zwei 
Kreisen mit den Halbmessern r and r -\- dr 
einerseits und zwei Radien mit deu Anoma- 
lien und -f- rf© andererseits eingeschlos- 
sen wird, kann dann als ein Rechteck von 
der Basis rd& und der Höhe dr betrachtet 
und durch die Formel 

rdrdO 
Indem man diesen Werth dem Werthe des 
' dem Spharoid, Gleichung (1) dieses Para- 
erhält man die Differentialgleichung 
_ _ a* (1 — £*) cos <f> dX df 
~ ~ {l — e» sin 2 <P) 3 
eich es hier rechts beigefügt worden ist, recht- 
ie Bemerkung, dass mit wachsenden Wer theo 
kleiner wird. 
i*arallelkreis durch einen Kreis um darge- 

r = F W, 
■ , nicht aber von A. abhangige, beliebige Fank- 

ber 

' dtp 

ig in Verbindung mit (26) sich ergiebt, dass 
von X abhängt. Hieraus folgt 

(' '-■• "■ ■»>•'■ % 



(1 — i' sin «»)• r ■ 
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w> die Integrationskonstante /(9>) eine ganz beliebige Funktion 
von 9 ist, die wir indessen gleich Null setzen dürfen, wenn wir 
annehmen, dass für 9> = auch = ist. 

Die Gleichnngen (26) und (27) sind die Fundamentalgleich- 
ungen der Darstellungsweise. 

Wir wenden uns jetzt zu einigen Beispielen. 

10. Die einfachste Annahme ist 

(28) r = m -f- ny, 

• wo w und n Konstante sind. Unter der Voraussetzung f(<p) = 
wird dann 

a* (1 — £*) X cos 9 

— n (1 — s a sin *?>) »r ' 

and wenn wir endlich noch den besonderen Fall der Kugel, f = 0, 
in Betracht ziehen, so ist 

/ Ä ^, ^ 0* ^ cos 9 

Die Konstanten m und n der Gleichungen (28) und (29) kön- 
nen auf verschiedene Weise bestimmt werden. 

11. Man kann die Bedingung stellen, dass die Abbildung 

des Poles der Mitte4punkt der verschiedenen Kreise werde, 

welche die Parallelkreise repräsentiren. 

ic 
Dann muss in (28) für 9 = — der Halbmesser r den Werth 

Jt 

Null erhalten; dies giebt 

ic 

und an die Stelle von (23) tritt 



=»(»-!) 



oder mit Umkehrung des Vorzeichens, da nur der absolute Werth 
von r in Betracht kommt 



(28b) r - n ^L.-. 9 y 



Die einfachste Annahme rücksichtlich der Konstanten n ist n — a. 
Dann sind die Gleichungen der Projektion 

f * \ , Ä X cos 9 
r = a[— 9 ) und 9 = — • 

Der Radius des Parallelkreises auf der Karte ist also gleich 
dem Meridianbogen, der auf der Kugel zwischen dem Parallelkreise 
und der Kugel liegt; und da die zweite der vorstehenden Gleich- 
ungen sich auch in der Form 

r& = a\ cos g> 

schreiben Iässt, so sind alle Längengrade in ihrer wahreu Grösse 
dargestellt. 



zwischen beiden über kleiner. Daher kann man nur die Umgebung 
des Poles ohne zu grosse Verzerrung anf diese Weise darstellen. 

12. Man kann die Konstanten der Gleichung (28) auch so be- 
stimmen, dass für einen bestimmten Werth <P X von <f der Halb- 
messer r eine vorgeschriebene Grösse r, hat. Dies giebt 

r, = m + BVu 
und wenn man diese Gleichung von (28) abzieht, so ergiebt sich 
r = r t -\-niV — ?,)• 
Wenn man für den Fall der kugel förmigen ßrde 
r, = o cot 9, und n = — o 
setzt, so wird 

r = a cot y, + a (9, — 9). 
Dies ist die schon S. 159 erwähnte Bonne'sche Projektion, die 
wir gleich noch uäher betrachten werden. 

13. Man kann die Funktion F(f) in (26) auch so bestimmen, 
dass die Meridiaue und Parallelkreise auf der Karte 
sich rechtwinklig schneiden. 

Dann müssen die Meridiane gerade Linien sein, die für gleiche 
Länge unterschieden auch gleich geneigt sind gegen einander. Mao 
kann also setzen 

m 
und wenn man in (27) f(f) = nnd e — setzt, so erhält man 
für 6 den Werth 



dr 



Aus diesen zwei Formeln folgt ■ 

rdr = — a*m cos 9 d9, 

und die Integration dieser Differentialgleichung giebt 
£r* = C— ma* sin 9. 

Soll für f = 90" auch der Radius r = sein, so erhält i 
0= C — m« a , 



nnd mithin 
oder 



* (1 - sin 9 ) 
. 90° — 9 
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/ 

Die zwei Gleichungen der Projektion sind also 

X 90° — <P 

(29) 9 = — und r = 2a V^ sin , y - 

14. Die Konstante m kann auf verschiedene Art bestimmt 
werden. 

Stellt man die Forderung, dass auf dem mittleren Pa- 
rallelkreise von der Breite «jpj die Längengrade inihrer 
wahren Grösse dargestellt werden, so hat man die Gleichung 

r t 9 = r t — = a k cos <jP,, 

1 * m 

wo v 

90° — 9>, 



r t = 2a Vm sin 



2 

ist. Aus diesen Gleichungen folgt für m der Werth 

(30) m = sec * 9 °° 7 Vl • 

St 

Nimmt man z. B. y, = 45°, so wird m = 2 (2 — "VT) = 
1,1 7t 5 728. Auf Taf. IV in Fig. XX ist auf diese Weise die ganze 
Oberfläche der Erde dargestellt; die äussersten Meridiane schliessen 
einen Winkel von etwa 307° 25' ein. 

Die Darstellungsweise rührt von Lambert her (vergl. S. 151) 
und ist von A. Germain mit dem Namen isosphärische s te- 
il otere Projektion belegt worden. (Tratte des Protections etc. 
pag. 101). 

Wenn man dagegen die Annahme ht = 1 macht, so sind die 
Neigungen der Meridiane gegen einander auf der Karte konser- 
virt und man hat die Gleichungen 

QO° <*> 

(31) 9 = X, r = 2a sin ' - 

Diese Projektion rührt ebenfalls von Lambert her und hat 
von Germain a. a. 0. den Namen isomere Projektion erhalten 
(loofjLSQyg gl eichth eilig, im Gegensatze zu arevorsgof enger, weil 
bei dieser Projektion X in wahrer Grösse dargestellt, bei voriger 
aber verkleinert wird). Uebrigens hat die Konstruktion des Netzes 
mit Hilfe der Bemerkung im Anfange der Nr. 27 des §. 15, S. 152, 
keine Schwierigkeit. 

15. Man kann aber die beiden Konstanten C und m der 
Gleichung auf voriger Seite 

(32) Jr a = C — ma* sin y 

auch so bestimmen, dass für zwei bestimmte Parallelkreise 
von den Breiten <jp' und <jP" die Längengrade in ihrer 
wahren Grösse dargestellt werden. 

Bezeichnet man mit r' und r" die Werthe, welche r für 
<p — <p' und y = y" annimmt, so muss 

r 4 9 = aX cos <f* und r n 9 =. aX cos y" 

oder da X = m9 ist, 
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(33) r' = am cos 9' und r" = am cos 9" 

sein. Aus Gleichung (32) folgt aber 

r' = V2 C —2m~a* sin 9\ r" = "^2C — 2wö 4 sin ?" 

und wenn man diese Werthe von r 4 und r* in (33) einsetzt, so er- 
hält man zur Bestimmung von C und m die Gleichungen 

2 C = ma* (wcos* 9' -f 2 sin y') 

2 C = ma* (mcos* 9" -|- 2 sin 9% 



aus denen folgt 



und folglich 



2(sin <f" — sin 9') 
tn = 



cos*«?' — cos*y 



/< 



(34) -L = 8in f__±£ cos *L=*. 

m 2 2 

Demnach ist nun weiter zufolge (33) 

a cos 9* 



r = 



sin - cos - 

(35) ' l 



,.„__. acosy 



14 



<r+jr pftfl y - 9' 

sm _ cos _____ 

Zieht man ferner die Gleichung 

£ r" a = C — w a* sin 9" 
von (32) ab, so erhält man zur Berechnung von r die Formel 

(36) r f =r"» + 2»»a 4 (»in V — sin 9). 

Wir haben es mit der schon auf S. 148 behandelten Projektion 
von Albers zu thun, die Gleichungen (34) sind mit (27) auf S. 149 

identisch, und wenn man — mit k bezeichnet, so stimmen unsere 

m 

Gleichungen (34) und (36) mit (28) auf S. 149 und (31) auf S. 150 

überein. 

16. Nachdem wir jetzt die wichtigsten äquivalenten Projek- 
tionen aus den allgemeinen Gleichungen des Problemes abgeleitet 
haben, wollen wir einige derselben, die früher noch nicht eingehen- 
der behandelt worden sind, einer genauem Betrachtung unter- 
werfen. 

§. 18. 
Die Moll weide'sche Projektion. 

1. Die Aufgabe, deren Lösung uns obliegt, ist folgende: 

Die Gesammtoberfläche der Erdkugel soll in Form einer 
Ellipse dargestellt werden, deren grosse, den Aequator 
darstellende Achse sich zur kleinen, den ersten Meridian 
darstellenden, sich wie 2 : t verhält; 



die Parallelkreise sollen durch parallele Gerade, die Meri- 
diane durch affine Ellipsen dargestellt werden 
und jede Zone anf der Kugel soll ihrer wahren Grosse 
gleich auf der Karte erscheinen. 

2. Sind b and 26 die Halbachsen der Ellipse, welche der 
ersten Bedingung znfolge die ganze Kngeloberfläche darstellt, so ist 
zufolge der am Schlüsse des §. 4 entwickelten Regeln die Fliehe 
dieser Ellipse gleich 26 a ir, uud da die Kugelfiäcne gleich 4a'w 
ist, so hat man für b den Werth aV~2, so dass also 

2oV2 und aV£ Jig . ca. 

die beiden Halbachsen der Ellipse sind, 
welche die Karte begrenzt. 

3. Wenn man die Abscisse OL des 
Punktes K mit x und die Ordinate OH 
= LK mit y bezeichnet, so erhalt man 
die Fläche OA KH mittels der Formel 
(25) des §. 4 (S. 27), wenn man in dieser 
Formel 2a V2 und 0V2 statt a and b 
schreibt. Es ist also in Fig. £2 

OAEH = 2 a* Arccos y=r -J- 4 xy. 

Setzt man aber weiter den Winkel AOI = %, so ist 

Arccos - tt ^ = %, x = 2a ^2 cos %, y = «V2 sin % 

und mithin 

OAKH=2a*%-\-Za* cos % sin % 
= 2** % + «■ sin 2%. 
Diese Flache mass aber die Abbildung der halben Zone zwi- 
schen dem Aequator und dem Parallel kreise von der Breite f; also 
gleich a V sin q> sein. Die Gleichsetzung beider Werthe giebt. 
(I) » sin <f = sin 2% + 2 %■ 

4. Es handelt sich nun darum, ans dieser Gleichung die 
Werthe von %, oder von sin % zu berechnen, die zu den verschie- 
denen Werthen der Breite f gehören. Trägt man dann auf der 
kleinen Halbachse der Ellipse die Werthe 

aVäsinX 
vom Mittelpunkte aus ab und legt durch die so bestimmten Punkte 
Parallele zur grossen Achse, so erhält man die Abbildungen der 
Parallelkreise. 

Dm die Meridiane zu erhalten, hat man nur nothig, die säromt- 
lichen Parallel kreise der Karte mit Einschluss des Aequators in 
derselben Weise eiuzutheilen, wie auf der Kugel diese Kreise durch 
die Meridiane getheilt sind. Will man also z. B. die Meridiane von 
10 zu 10 Grad haben, so theilt [man den ganzen Aequator nnd 
ebenso jeden Parallelkreis in 36 gleiche Theile; die so erhaltenen 
Theilpuukte bestimmen die verschiedenen Meridiane- 



5. Was die Berechnung von % aas der Gleichung (1) anlangt, 
so kann man sich dazu des nachstehenden Näherangsverfahrens be- 
dienen. 

Gesetzt, man habe für % einen Näherungswerth %' berechnet, 
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v 



sin x 



Diff. von 
sin X 



9 



sm x 



Diff. von 
sin X 



10° 0' 



10 30 

11 

11 30 

12 

12 30 

13 

13 30 

14 
14 30 



15 



20 



25 



25 
26 
26 
27 
27 
28* 
28 
29 
29 



30 


30 


30 


30 


30 



0.136812 



0.143 624 
0.150 431 
0.157 234 
0.164 032 
0.170 825 
0.177614 
0.174 397 
0.191 175 
0.197 948 



0.204 715 



15 30 0.211476 

16 0.218 231 

16 30 0.224 978 

17 0.231 720 

17 30 0.238 454 

18 0.245181 

18 30 0.251901 

19 0.258 614 
19 30 0.265 318 



0.272 015 



20 30 0.278 704 

21 0.285 384 

21 30 0.292056 

22 0.298 719 

22 30 0.305 374 

23 0.312019 

23 30 0.318656 

24 0.325 282 
24 30 0.331 899 



0.338 505 



0.345 102 
0.351 687 
0.358 263 
0.364 827 
0.371 880 
0.377 922 
0.384 452 
0.390 971 
0.397 478 



30 



0.403 974 



6812 

6807 
6803 
6798 
6793 
6789 
6783 
6778 
6773 
6767 

6761 
6755 
6747 
6742 
6734 
6727 
6720 
6713 
6704 
6697 

6689 
6680 
6672 
6663 
6655 
6645 
6637 
6626 
6617 
6606 

6597 
6585 
6576 
6564 
6553 
6542 
6530 
6519 
6507 

6496 



30° 0' 



0.403 974 



30 30 

31 

31 30 

32 
32- 30 

33 

33 30 

34 
34 30 



35 



35 
36 
36 
37 
37 
38 
38 
39 
39 



40 
41 
41 
42 
42 
43 
43 
44 
44 



30 


30 


30 


30 


30 



40 



30 


30 


30 


30 


30 



0.410 
0.416 
0.423 
0.429 
0.436 
0.442 
0.449 
0.455 
0.461 



457 
927 
384 

828 
258 
675 
078 
467 
842 



0.468 204 



0.474 
0/480 
0.487 
0.493 
0.499 
0.506 
0.512 
0.518 
0.524 



550 
882 
199 
50 1 
787 
057 
311 
549 
770 



0.530974 



0.537 162 
0.543 332 
0.549 485 
0.550 620 
0.561 737 
0.567 835 
0.573 916 
0.579 977 
0.586020 



45 0.592 044 



45 


30 


0.598 048 


46 





0.604 032 


46 


30 


0.609 995 


47 





0.615 939 


47 


30 


0.621 862 


48 





0.627 764 


48 


30 


0.633 645 


49 





0,639 506 


49 


30 


0.645 344 



50 | 0.651 160 



6483 

6470 
6857 
6442 
6430 
6417 
6403 
6389 
6375 
6362 

6346 
6332 
6317 
6302 
6286 
(5270 
6254 
6238 
6221 
6204 

6188 
6170 
6153 
6135 
6117 
6098 
6081 
6061 
6043 
6024 

6004 
5984 
5963 
5944 
5923 
5902 
5881 
5861 
5838 

5816 
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V 


sin x 


Diff. von 
sin x 


1 


sin/ 


Diff. von 
sin x 



50 30 

51 

51 30 

52 

52 30 

53 

53 30 

54 
54 30 



55 
56 
56 
57 
57 
58 
58 
59 
59 



60 
61 
61 
62 
62 
63 
63 
64 
64 



65 
66 
66 
67 
67 
68 
68 
69 
69 



30 


30 


30 


30 


30 



30 


30 


30 


30 


30 



3t) 


30 


30 


30 


30 



50° 0' 0.651 160 



0.656 953 
0.662 724 
0.668 472 
0.674 197 
0.679 899 
0.685 577 
0.691 232 
0.696 861 
0.702 466 



55 0.708 045 



0.713598 
0.719127 
0.724 629 
0.730106 
0.735 556 
0.740 979 
0.746374 
0.751 740 
0.757079 



60 0.762 389 



0.767 670 
0.772921 
0.778143 
0.783 335 
0.788 495 
0.793 625 
0.798 723 
0.803 789 
0.808 823 



65 0.813 824 



0.818 
0.823 
0.828 
0.833 
0.838 
0.843 
0.847 
0.852 
0.857 



793 
727 
626 
490 
319 
112 
868 
587 
267 



70 [0.861911 



5793 

5771 
5748 
5725 
5702 
5678 
5655 
5629 
5605 
5579 

5553 
5529 
5502 
5477 
5450 
5423 
5395 
5366 
5339 
5310 

5281 
5251 
5222 
5192 
5160 
5130 
5098 
5066 
5034 
5001 

4969 
4934 
4899 
4864 
4829 
4T93 
4756 
4718 
4680 

4644 



70° 0' 0.861911 



70 30 

71 

71 30 

72 

72 30 

73 PO 

73 30 

74 
74 30 



75 



75 
76 
76 
77 
77 
78 
78 
79 
79 



30 


30 


30 


30 


30 



80 



80 30 
8t 

81 ,30 

82 

82 30 

83 

83 30 

84 
84 30 



85 30 

86 

86 30 

87 

87 30 

88 

88 30 

89 
89 30 



0.866 515 
0.871 079 
0.875 603 
0.880 085 
0.884 524 
0.888 920 
0.893 273 
0.897 580 
0.901 842 



0.906 056 



0.910 224 
0.914 345 
0.918416 
0.922 434 
0.926 400 
0.930312 
0.934169 
0.937 971 
0.941714 

0.945 396 



0.949 016 
0.952 570 
0.956 058 
0.959480 
0.962 830 
0.966105 
0.969 299 
0.972 411 
0.975 439 



85 0.978 375 



0.981215 
0.983951 
0.986 570 
0.989 065 
0.991 427 
0.993 636 
0.995 666 
0.997 473 
0.998 998 



90 1 .000 000 



4604 

4564 
4524 
4482 
4439 
4396 
4353 
4307 
4262 
4214 

4168 
412k 
4071 
4018 
3966 
3912 
3857 
3802 
3743 
3682 

3620 
3554 
3488 
3422 
3350 
3275 
3194 
3112 
3028 
2936 

2840 
2736 
2619 
2495 
2362 
2209 
2030 
1807 
1525 

1002 
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6. Die Mollweidesche Projektion giebt ein verhältnisajnässig 
recht anschauliches Bild der ganzen Erdoberfläche auf einem ein- 
zigen Blatte und eignet sich deshalb ganz vortrefflich zur Darstel- 
lung physikalischer und meteorologischer Verhältnisse, also zu 
Isothermenkarten u. dergl. Sie empfiehlt sich zu solchen und ähn- 
lichen Verwendungen jedenfalls mehr als die gewöhnlich angewandte 
Merkators- Projektion, welche die polaren Regionen, in denen am 
wenigsten darzustellen ist, so ausserordentlich vergrössert. 

Ein weiterer Vorzug ist die leichte Konstruktion der Meridiane 
und Parallelkreise. 

Dagegen werden allerdings die Winkel ganz wesentlich ge- 
ändert; man betrachte nur beispielsweise die verschiedenen Winkel, 
welche die Meridiane der Karte mit einem Parallelkreise ein- 
schliessen, die auf der Kugel alle unter sich gleich, nämlich rechte 
Winkel sind. 

Auch die Längen werden bedeutend geändert; als Beispiel be- 
trachte man die elliptischen Bogen vom Pol bis zu einem Parallel- 
kreis der Karte, die ganz wesentlich in ihrer Länge von einander 
differiren, während die entsprechenden Längen auf der Kugel von 
gleicher Grösse sind. 

7. Da die Projektion hauptsächlich zur Darstellung der ganzen 
Erde oder wenigstens eines beträchtlichen Theiles derselben ver- 
wendet wird, so ist es nicht nöthig, die Abplattung der Erde in 
Betracht zu ziehen. 

§. 19. 
Die Bonne' sehe Projektion. 

1. Das Wesen dieser Projektion ist schon früher, S. 159 und 
160, besprochen und auf Taf. IV durch Fig. XXII erläutert worden. 
Hier handelt es sich vor allen Dingen darum, anzugeben, wie diese 
Projektion die Abplattung der Erde berücksichtigt. Dies geschieht 
aber durch eine einfache Modifikation der S. 159 gegebenen Vor- 
schriften. 

2. Der erste Meridian wird durch eine gerade Linie darge- 
stelt; auf dieser trägt man aber nicht, wie für den Fall der Kugel, 
die einzelnen Grade in gleicher Grösse ab, sondern man giebt jedem 
Grade die Grösse 

m 7/ _ a (1 - **) 0,0 174533 

wo <jp die mittlere Breite des Grades bedeutet (vergl. S. 42). 

3. Die Parallelkreise werden dargestellt durch Bogen kon- 
centrischer Kreise, deren gemeinschaftlicher Mittelpunkt auf dem 
ersten Meridian und zwar in einer Entfernung vom mittlem Pa- 
rallel liegt, welche gleich ist der Seite des Kegels, welche dem 
Sphäroid längs des mittleren Parallels umschrieben ist. 

Die Längengrade sind auf den einzelnen Parallelkreisen in der- 
selben Grösse wie auf dem Sphäroid abgetragen. 
Gretschel, Karten-Projektion. 13 
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Bedeutet also <p die geographische Breite eines Parallelkreises, 

so ist 

a cos <jp 

« 
(vergl. die erste der Formeln 18 auf S. 22) der Halbmesser dieses 
Parallelkreises und demnach die Länge eines Längengrades gleich 



(3) 



0,0174533 • a cos <p 



Vi _ £ a sin *?> 

endlich ist, wenn <jp' die Breite des mittleren Parallels bedeutet, 
die Seite des längs dieses Parallels umschriebenen Kegels oder der 
Radius des Bogens, der auf der Karte diesen Parallel darstellt, 

(4) --<- acoi<f ' 



r = 



Vi — s 2 sin a y' 



4. Die im vorstehenden erwähnten, zur Konstruktion der 
Karte nöthigen Werthe, giebt uns auch die folgende Tafel, in 

welcher a = 6377397 m 16, e = * 4 g und t* — 0,006674372 



angenommen ist. 



299,15 



Breite 


Krümmungshalb- 
messer des 
Meridianes 
a (1 - •■); 


Länge eines 
Meridian- 
grades = 

q • 0,0174533 


Länge eines 
Parallelkreis- 
grades 
0,0174533 a cos <f> 


Seite des Berüh- 
rungskegels 

acotcp 
r=: -zrp 




v Vi— ««sin V 


V 1 — s 2 sin *y 


V 1— * 2 sin s <p 


0° 


6 334 831m. 


110 563,7m. 


111306,6 m. 


00 


l 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


6 334 853 
6 334 910 
6 335 011 
6335141 
6 335 317 
6 335 527 
6335 777 
6336061 
6 336 390 


110 564,0 
110 565,0 
111)566,7 
1 1 569,0 
110 572,0 
110 575,8 
110 580,1 
110 585,1 
110 590,8 


111289,7 
111239,2 
111155,0 
111037,2 
110 885,8 
110 700,9 
110 482,4 
110 230,5 
109 945,2 | 


365 361200m. 
182 625 500 
121689100 
91202 500 
72 895 830 
60 679100 
51942300 
45 380 470 
40 268 593 


10 


6 336 746 


110 597,0 


109 626,6 


36 171660 


11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 


6 337 146 
6 337 580 
6 338 044 
6 338551 
6339100 
6 339 664 
6 340 260 
6 340 894 
6 341566 


110 604,0 
110 611,6 
110619,7 
110 628,5 
110 637,9 
110 647,8 
110 658,4 
110 669,4 
110681,1 


109 274.9 
108 890,0 
108 472,1 
108 021,4 
1 07 538,0 
107 022,0 
106 473,4 
105 892,6 
105 279,9 


32 812 840 
30 007 630 
27 628 210 
25 583 340 
23 806110 
22 246 280 
20 865 480 
19 633 860 
18527 860 


20 


6 342 267 


110 693,3 104 634,9 


17 528 610 
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Breite 
9 


Krümmungshalb- 
messer des 
Meridianes 

_ ad-« 2 ) 


Länge eines 
Meridian- 
grades = 

e- 0,0174533 


Länge eines 
Parallelkreis - 

grade s 
0,0174533 a cos <f> 


Seite des Berüh- 
rungskegels 

a cot (f 
r — * -r,- ~ 




Vl-e 2 sinV 


V 1 — « 2 sin 2 <y> 


V 1 - e* sin *(f 


21° 


6 343 001m. 


|1 10 706,0m. 


103 958,3 m. 


I 16620 820m. 


22 


6 343 756 


,110719,2 


i 103 250,1 


15792018 


23 


6 344 540 


!t 10 732,9 


102 510,6 


15031 880 


24 


6 345 350 


1110 747,1 


101739,9 


14 331790 


25 


6 346 184 


110 761,7 


1 00 938,3 


13 684 540 


26 


. 6 347 039 


110 776,7 


100 105,9 


13 084 000 


27 


6 347 924 


1 10 792,2 


99 243,2 


12 524 960 


28 


6 348 837 


110 808,1 


98 350,2 


12 002 970 


29 


6 349 767 


110 824,4 


. 97 427,4 


11514160 


30 


6 350 719 


110841,0 
110 858,0 


96 474,8 


1 1 055 200 


31 


6 351 693 


95 492,0 


10 623 080 


32 


6 352 680 


110 875,2 


94 481,9 


10215545 


33 


6 353 680 


110 892,8 


93 442,0 


9 830 057 


34 


6 354 700 


110 910,7 


92 373,7 


9 464 752 


35 


6 355 730 


110 928,8 1 


91277,1 


9117868 


36 


6 356 771 


110 947,2 


90 152,7 


8 787 854 


37 


6 357 824 


110 965,8 ! 


89 000,8 ! 


8 473 358 


38 


6 358 887 


1 1.0 984,6 


87 821,6 i 


8173016 


39 


6 360 051 


1 1 1 003,5 


86616,1 | 


- 7 885 865 


40 


6 361 133 


111 021,6 


85 383,7 | 


7 610 790 


41 


6 362 227 


111041,8 


84 125,1 


7 346 915 


42. 


6 363 334 


111,061,1 


82 840,8 


7 093 423 


43 


6 364 446 


1 1 1 080,5 


81 531,1 


6 849 560 


44 


6 365 560 


111 100,0 


80 196,5 


6614648 


45 


6 366 676 


111 119,4 


78 837,3 


6 388 0(54 


46 


6*367 793 


111 138,9 


77 453,9 


6169 244 


47 


6 368 907 


111 158,4 


76 046,8 


5 957 663 


48 


6 370 020 


111 177,8 


74 616,3 


5 752 845 


49 


6 371 129 


111 197,2 


73 162,9 


5 554 355 


50 


6 372 233 


111 216,4 


71687,0 


5 361 781 


51 


6 373 324 


1 1 1 235,6 


70 189,1 


5 174 752 


52 


6374417 


111254,6 


68 669,6 . 


4 992 923 


53 


6 375 353 


111273,4 


67 129,0 


4815973 


54 


6 376 570 


111 292,1 


65 567,7 


4 643 632 


55 


6 377 631 


111310,7 


63 986,3 


4 475 535 


56 


6 378 680 


111322,9 


62 385,1 


4311510 


57 


6 379 711 


111347,0 


60 764,7 


4 151283 


58 


6 380 726 


111364,7 


59 125,6 


3 994 639 


59 


6381717 


1 1 1 382,0 


57 468,2 


3 841 356 


60 


6 382 697 


111 399,1 


55 793,1 


3 691242 
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Breite 
9 


i 

Krümmungshalb- 
messer des 
Meridianes 


Länge eines 
Meridian- 
grades = 

q • 0,0174533 


Länge eines 
Parallelkreis - 

grades 
0,01 74533 a cos <f' 


Seite des Berüh- 
rungskegels 
acotfp 




9 Vl-«*siny 


Vi — «* sin 2 y 


Vl-«»sm*y 


61° 


6 383 657 m. 


111415,8™. 


54 1 (»0,8 m. 


3 544 107m. 


62 


6 384 597 


1 1 1 432,3 


52 39 1 ,8 


3 399 778 


63 


6 385 519 


1 1 1 448,3 


50 666,5 


3 258 090 


64 


'6386410 


1 1 1 463,9 


48 925,6 


3 118 884 


65 


6 387 284 


111479,1 


47 169,7 


2982013 


66 


6388 131 


1 1 1 493,9 


45 399, 1 


2 847 341 


67 


6 388951 


1 1 1 508,2 


43 614,4 


2714731 


68 


6 389 746 


111522,1 


41816,3 


2 584 060 


69 


6390510 ! 


1 1 1 535,4 


40 004,3 


2 455 204 


70 


6 391 247 


111548,3 


38181,8 


1 2 328 052 


71 


6 391957 


111561,3 


36 346,5 


| 2 202 495 


72 


6 392 634 


1 1 1 572,4 


34 499,9 


1 2 078 425 


73 


6 393 277 


111583,8 


32 642,7 


1 1 955 744 


74 


6 393 889 


1 1 1 594,4 


30 775,2 


! 1 834 353 


75 


6 394 466 


1 1 1 604,5 


28 898,4 


! 1710221 


76 


6 395 010 


111614,0 


27 012,5 


1 1 595 0S3 


77 


6 395 521 


1 1 1 622,9 


25118,2 


1 477 025 


78 


6 396 000 


111631,3 


23216,2 


1 359 906 


79 


6 396 441 


1 1 1 638,9 


i 21 306,9 
19391,1 


1 1 243 646 


80 


6 396 847 


111 646,0 


1 128 165 


81 


6 397 214 


111652,6 


17 469,2 


1 013 385 


82 


6397 541 


111658,1 


15541,8 


899 232 


83 


6 397 833 


1 1 1 663,3 


13 609,7 


785 633 


84 


6 398 086 


1 1 1 667,6 


1 1 673,3 


672 515 


85 


6 398 297 


111671,4 


9733,3 


559 807 


86 


6 398 469 


1 M 674,4 


7 790,3 


447 439 


87 


6 398 606 


1 1 1 676,7 


5511,8 


335 343 


88 


6 398 704 


111678,4 


3 897,5 


! 223 449 


89 


6 398 761 


1 1 1 679,4 


1 949,1 


! 111691 


90 


6 398 789 


|1 11 679,9 









5. Bei Konstruktion grösserer Karten wird in der Regel das 
Centrum über die Zeichenebene hinausfallen; es wird also dann 
nicht möglich sein, die Parallelkreise wirklich mit dem Zirkel zu 
schlagen, vielmehr wird man ihre einzelnen Punkte durch ihre 
Koordinaten bestimmen und dann verbinden müssen. 

Betrachten wir zu dem Zwecke die Gerade, welche den Mittel- 
Parallel L in dem Schnittpunkte des letzteren und des ersten Meri- 
dianes berührt, als Achse der x und den Mittelmeridian als Achse 
der y, so findet man leicht 

x = r sin 8 



(5) 



und y = r 4 — r cos 9 = r' — r -f- x tan 



9 
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wobei r' und r die frohere Bedeutung haben, & aber der Winkel 
zwischen dem ersten Meridiane uud dem Halbmesser des betreffen- 
den Kartenpunktes ist. Zur Bestimmung dieses Winkels B dient 
die Gleichung 

(6) 9= •h^£= . 

6. Diese Projektion hat, wie die Kegel Projektionen, anf jedem 
Parallel gleiche Längengrade, aber sie entbehrt eines Vorzugs, den 
jene Projektionen besitzen, die Meridiane stehen nämlich nicht 
rechtwinklig auf den Parallelkreiseu, dieses ist vielmehr nur beim 
Mittelparallel and Mittelmeridian der Fall, Es entsteht daher die 
Frage, wie gross für eine gewisse Breite f und Länge X dieser 
Winkel ist. 

Ist OP' = r, Winkel P'OM = e, OP\ 

= r + dr, Winkel P\ OM = e -f ~- d<f, 

endlich Q' der Punkt, in welchem OP' den 
mit OP', geschlagenen Kreis schneidet, so 
ist der Winkel OP'P", = V, welchen das Bo- 
geneleraent P'P", mit OP' einschliesst durch 
die Gleichnng gegeben 



3i«. 63. 



Nun ist 

a X cos <f 



d'f- 



V\— s «sin *y ' 
und wenn man diese Gleichung nach <p dif- 
ferentiirt, so entsteht 

,„, ?le . , , a (1 — t«) X sin y 

dy V J _ £ 8 st,, «y 

Es ist aber r gleich r' vermindert um den Meridianbogen s, der 
auf dem Bllipsoid zwischen dem mittleren Parallel und demjenigen 
von der Breite «P liegt; daher ist 

, , a (1 - s a ) 

dr = — rfs = — ^- - "■ ■== _.; . 

Vi _ s 4 8 in *y' 

zufolge Formel (21) auf S. 24. Vorstehende Gleichung (8) nimmt 
daher die Form an 

* f)e 

r r,— d<{> + edr E= X sin 9> • dr, 

uud mithin ist 



. + • = A sin y, 

dr 



also 
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(9) tan ip = X ßin <p — 0, 

wo A und 9 in Bogenmaass ausgedrückt sind. Hat man A und & 
in Graden, so muss man 

(10) tan ip = 0,0174533 (X sin q> — 9) 

schreiben. 

In der Breite <jp', auf dem mittleren Parallel, ist ip = 0, wie 
aus den geometrischen Principien der Projektion erhellt und auch 
durch eine einfache Rechnung aus der Formel folgt. Auf beiden 
Seiten dieses Paralles fällt die Abweichung V nacn entgegengesetz- 
ten Seiten, sie erscheint in Formel (9) positiv nach dem Pole, ne- 
gativ nach dem Aequator hin. 

7. Wir wollen uns jetzt die allgemeinere Aufgabe stellen, den 
Winkel jjl' zu ermitteln, welcher auf der Karte zwischen einem 
Bogenelemente P'R' und dem Meridiane gebildet wird, wenn ja der 
entsprechende Winkel auf der Kugel ist. 

In Fig. 63 ist zunächst 

tan Q'P'R' = tan ( M ' - VO = ' p.gf — = -pr^- tan fp. 

Nun ist aber auf dem Ellipsoid die Taugente von jut gleich 
dem Bogenelemente P X R des Parallelkreises von der Breite <jP-|-tf<jP, 
dividirt durch das Meridianelement ds. Nach den Principien der 
Bonne'schen Projektion ist aber P X R — P'R 4 und ds ist, wie wir 
oben sahen, so gross als P'Q', folglich ist 

P'R' 

p7^r = tan^ 

und also 

(1 1) tan ^ - W = tan y. - tan V = ^=$. . 

So lange ip sehr klein bleibt, was der Fall ist, wenn man sich 
nicht weiter als etwa 7 bis 8 Grad vom Mittelpunkte der Karte 
entfernt, kann man demnach p' = jut annehmen, so dass hier die 
Winkel nahezu ungeändert bleiben. 

Da nun die Parallelkreisbogen ohnedies durchweg ungeändert 
bleiben, so ergiebt sich, dass um die Mitte der Karte herum auch 
alle Entfernungen ungeändert bleiben, dass also hier die Karte 
nahezu mit dem Originale übereinstimmt. 

Diese Umstände sprechen für die Verwendung der Bonne'schen 
Projektion in Fällen, wo man sich nicht allzuweit von dem Centrum 
entfernt. Die Bonne'sche Projektion ist denn auch öfters im Ge- 
brauch, namentlich ist sie vom französischen DSpdt de ld Guerre 
adoptirt worden. 

8. Die in diesem Paragraphen gegebenen Regeln und Formeln 
gelten auch für die auf S. 160 u. f. behandelte Sanson-Flamsteed'- 
sche Projektion, welche, wie dort erwähnt, nur einen speciellen 
Fall der Bonne'schen repräsentirt. 



Fünftes Kai 

Die konformen Ah 



Allgemeine Tbec 

1. Dem ta der Einleitung (S. 4) Ge 
jetzt die Aufgabe zu lösen, zu jedem Pnn 
entsprechenden Punkt P' der Karte dera 
Dreieck PP,Q des Sphäroides und das < 
Karte um so mehr einander' ähnlich sind, 
Grenze Null kommen. 

2. Es sei nun iu Mg. 64 l'Q ein 
Meridian element auf dem Sphäroid, QP t 
ein durch Q gehendes Parallelkreis- 
element, P'Q' und Q"P\ seien die ent- 
sprechenden Elemente der Karte; dann 
muss der Winkel zwischen den letztge- 
nannten Elementen ebensowohl wie der 
zwischen den beiden erstgenannten ein 
rechter sein und ausserdem mnss die Gl« 

«T-, _ QP, 

><? ~ PQ 

Quadrirt man diese Gleichung und addii 

so kann man derselben nach vollzogener 

die Form geben 

(i) P'C" + 9'p;> = ^ {pq 

Hier ist nun 
PQ* + QP', — PP\ nnd P'Q* H 



-r^ anlangt, so kommt in demselben das 

t vor, er ist also von der Richtung des 
abhängig nnd hängt nur ab von den Koor- 
nktes P; wir wollen ihn x a nennen. Da- 
chung (1) die Form an 

ischen einem vom Punkte P des Sphäroi- 
lelemente ■ und dem entsprechenden der 
Koordinaten des Punktes P, nicht von der 



l in Nr. 1 werden wir in Zukunft die 

mit x und y die auf ein rechtwinkliges 
Koordinaten von P', mit x -\- dx und 
P', so ist 
"P;'.= dx* +dy*, 
ms die Achsen haben mögen. 
er (vergl. Formel 21 auf S. 24) mit 

a (1 - **)d9_ 
Vi - s» sin 2 <f ' 
I und mit 



Vi-,, itoä? 
treises, so kann man für $P, schreiben 

PJ = da*+r*dXa. 
ileichung (2) tritt also 
<2y* = x a (ds a + »-*c&*), 

,. = „.,. [(*)■+«•}■ 

jine nur von den Variabein y und A. ab- 
wir mit n bezeichnen. Ferner ist — eine 



cos <p (1 — s a sin y) ' 
gleich du, so ist 



i *(P) J cos (P J (1 



— s* sin *jp) 
, ^ 1 - t sin y 
+ 2 ! l-.cosy + C '• 
natürlichen Logarithmus, aber die Inte- 
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grationskonstante bedeutet. Denkt man sich letztere in der Form 
IK geschrieben, so kann man für u den Werth setzen 

Mit Berücksichtigung des eben Gesagten geht nun die Gleichung (3) 
über in 

(5) dx* + dy* = w* (dw* + dX*) 

4. Um die Gleichung (5) zu lösen, setzen wir, mit i die ima- 
ginäre Einheit V — 1 bezeichnend, 

, ß) jw + iX = a, u—i\ = ß 

( x + iy = a\ x — iy = ß'; 

durch Differentiation dieser Gleichung erhalten wir 

,_. j du -\- 4d\ = da, du — idX = d/S 

I dx -f- idy = da', da? — idy = dß'. 

Maltiplicirt man je zwei nebeneinanderstehende dieser Diffe- 
rentialgleichungen, und setzt die Resultate in Gleichung (5) ein, so 
ergiebt sich 

(8) da' dß' = n* da dß. 

Da x und y Fnnktionen von <p und X, also auch von u und X 
sind, so kann man im Allgemeinen auch a' und ß* als Funktionen 
von a und ß betrachten. Man hat daher, wenn man mit dem 
Symbol 9 die partielle Differentiation andeutet 

da' = £ • da+% ■ dß and ifi J* . da+ |' . dß , 
so dass man statt (8) auch schreiben kann 

(9) i J_ ^"' ^' l ?K< W\ A AH IAA* 

Diese Gleichung kann aber nur bestehen, wenn auf ihrer lin- 
ken Seite die mit da* und dß* multiplicirten Glieder verschwin- 
den; es muss daher sein 

entweder <±x- = und x— = 
dp da 

oder ^ = «nd^-=0. 

Im ersten Falle ist a' von /3, ß' von a unabhängig und 
man kann setzen 

a' = F(a) und ß' = F x (ß\ 

im zweiten Falle dagegen ist umgekehrt a' von a und /J' von ß 
unabhängig, also 

a* = 4>(j3) und ß 1 = 4> t (a), 

wo F, jF 7 ,, 4> und 4>t allgemeine Funktionszeichen sind. 
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Da et' und ß' sich nar durch das Vorzeichen von y unterscheiden 
und es jedenfalls willkürlich ist, welche Richtung der y-Achse man 
als die positive annimmt, so ist zwischen beiden Fällen kein anderer 
Unterschied, als dass das eine Mal die Aebnlichkeit direkt, das andere 
Mal aber indirekt ist. Wir wollen daher den ersten Fall nnseren 
weiteren Betrachtungen zu Grunde legen und später bei den spe- 
ciellen Anwendungen der allgemeinen Formeln die Koordinaten x 
nnd y so legen, dass die Aehnlichkeit direkt wird. 

5. Indem wir für a nnd et', ß nnd ß' ihre Werthe setzen, 
haben wir also 

x + iy = F (u -f ik) und x — iy — F, (« - iA). 
i folgt 



\ 



(10) < 






6. Für A = ergeben sich aus vorstehenden Formeln die 
Gleichungen derjenigen Kurve der Karte, welche den ersten Meri- 
dian darstellt: 

««= fw«) + *»], 

Setzen wir dafür kurzweg 

*=/(»), y~fM, 

so ist umgekehrt 

.F(«) =/(«) + */,(«), F,(«) =/(«) - »/,(«). 

Man kann eonach statt der Gleichungen (10) auch die folgen- 
den schreiben 

' ■■'= 4- [/(« + ") +/(«-U)] 



(11) 



» = -f [/,<«+••»)+/,(«-">] 



[/(« + Ü) -/(.-U)], 



wo nun /und/, wieder ganz willkürliche Funktionen sind. 

7. Wir wenden uns nunmehr zur Bestimmung des linea- 
ren Vergrösserungs verli ältniss es 
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Durch die Annahme 



-^1 = *=0 
geht die Gleichung (9) in 

-^- • -l£r • dadß = n*dadß 
va oß 

über, und es ist demnach 

wo -F' <und i^j.die Differentialquotienten der Funktionen 2^ und F l 
bedeuten. Dies giebt für x die Formel 

(12) x = [**(•+*) K(*-i*)]\ 

oder, wenn man die Funktionen f und / t einführt, 

(13) K = ([/(«+«*) +if»(«H-tt)] • [/(«*- &) -»»-a)»* 

8. Ehe wir zur Betrachtung spezieller Fälle übergehen, wollen 
wir noch einige Bemerkungen über einen in der Formel für w, 
Gleich. (4), vorkommenden Ausdruck, nämlich 

- (t + f) (,^m) i 

hinzufügen. Für den Fall der Kugel, s = 0, geht derselbe in 

tan (~ + "f") = cot i ("f- - O = COt ** 

über, wenn man mit %, wie früher, das Komplement der Breite 
bezeichnet. 

Wir setzen daher allgemein den Ausdruck (14) gleich 

cot ££ 
oder schreiben ^ 

<.., ta «_ ta (f _ i) (j±i^)i 



Da 



1 + s sin 9 \\ . 
.1 — s sin y/ ^ 



ist, so ist auch 



K>t - 



IT V 

4 2 



oder 



:>-£-» 



und wir wollen uns deshalb die Aufgabe stellen, die Differenz 



-(■f -»)=•:-» 



JgsteS 



ierechnen. 
Funktion von t 



man kann daher setzen 



F (0) + -^- *"(0) + -|* f "(0) + . . . , 

L 2 \1 — ecosx/ J 
iesen Ausdruck zweimal nach s und setzt 
Formeln für i^(f) and -P"(«) dann e = 0, 

und i<"'(0J — sin 2%, 

F{\)) = x 



»2% = X- 



- sin 2q>, 



in £ vernachlässigt werden. 
— % lässt sich übrigens leicht denten. 
Breite eines Punktes P auf irgend einem 
, so gelten für die rechtwinkligen Koor- 
Panktes die Gleichungen (18) auf S. 22. 
jn die geocentriscbe Breite des Punktes P, 
■n dem als »-Achse dienenden Halbmesser 
nach P hingehenden Ellipsen-Halbmesser, 

p = -2- = (1 _ e«) tan ?>. 

brung der Rechnung 
= <P--£ sin 2?, 



sehen der geographischen und geoceutri- 
also eben so gross, als der Unterschied 
is Komplement der geocentrischen . Breite. 
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Germain hat diese Grösse mit dem Namen korrigirte Pol- 
distanz belegt und dafür die folgende Tafel gegeben, wobei die 

Abplattung = ■ — angenommen ist. 



2 



Tabelle Von f — % = -^r- sin 2 ?>. 



X = 


: 90° 


- <P 


C- 


- X 


Diff. 


\x- 


: 90° 


— <p 


c-x 


Diff. 


1° 


oder 89° 


0° 0' 


24,0" 


24,0" 

23,9 

23,9 

23,7 

23,6 

23,4 i 

23.2 

23,0 

22,7 

22,4 

22,1 

21,8 

21,4 

21,0 

20,6 

20,2 

19,7 

19,2 

18,7 

18,1 

17,6 

17,0 


23° 


oder 


67° 


0° 8' 15,1" 


16,4" 

15,8 

15,1 

14,4 

13,7 

13,2 

12,4 

11,6 

11,0 

10,1 

9,4 

8,6 

7,9 

7,0 

6,2 

5,4 

4,5 

3,8 

3,0 

2,1 

1,2 

0,4 


2 


»? 


88 





48,0 


24 


9» 


66 


8 31,5 


3 


»» 


87 


1 


11,9 


25 


9, 


65 


8 47,3 


4 


» 


86 


1 


35,8 


26 


99 


64 


9 2,4 


5 


»» 


85 


1 


59,5 


27 


99 


63 


9 16,8 


6 


99 


84 


2 


23,1 


28 


»9 


62 


9 30,5 


7 


99 


83 


2 


46,5 


29 


99 


61 


9 43,7 


8 


)f 


82 


3 


9,7 


30 


99 


60 


9 56,1 


9 


9» 


81 


3 


32,7 


31 


99 


59 


10 7,7 


10 


99 


80 


3 


55,4 


32 


99 


58 


10 18,7 


11 


99 


79 


4 


17,8 


33 


99 ' 


57 


10 28,8 


12 


99 


78 


4 


39,9 


34 


99 


56 


10 38,2 


13 
14 


99 


77 
76 


5 
5 


1,7 
23,1 


35 

36 


»9 

99 


55 
54 


10 46,8 
10 54,7 


15 


99 


75 


5 


44,1 


37 


99 


53 


11 1,7 


16 


9? 


74 


6 


4,7 


h% 


99 


52 


11 7,9 


17 


99 


73 


6 


24,9 


39 


99 


51 


11 13.3 


18 


99 


72 


6 


44,6 


40 


99 


50 


11 17,8 


19 


99 


71 


7 


3,8 


41 


99 


49 


11 21,6 


20 


99 


70 


7 


22,5 


42 


99 


48 


11 24,6 


21 


99 


69 


7 


40,6 


43 


99 


47 


11 26,7 


22 


99 


68 


7 


58,2 


44 


9» 


46 


11 26,7 


23 


99 


67 


8 


15,1 


45 


99 


45 


11 28,3 



9. Abgesehen von den im Bezug auf die stereographische 
Projektion gemachten Bemerkungen hat zuerst Joh. Heinrich 
Lambert (geb. 1728 in Mühlhausen, gest. 1777 in Berlin) in sei- 
nen „Beitragen zum Gebrauche der Mathematik" etc. 1772 auf die 
Eigenthümlichkeit einiger Land- und Himmelskarten, dass deren 
kleinste Theile dem Originale ähnlich sind, aufmerksam gemacht 
und dem Ausdrucke des Längenelementes auf der Kugel und auf 
dem Rotationsellipsoide die zur- allgemeinen Lösung des Problemes 
dienliche Form gegeben. 

Später hat der französische Mathematiker Jos. Louis La- 
grange (geb. 1736 in Turin, gest. 1813 in Paris) diese Lösung 
auf sämmtliche Rotationsflächen ausgedehnt in einer in den Nou- 
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veaux Mimoires de VAcad. de Berlin, Ann&e 1779, p. 161 ver- 
öffentlichten Arbeit. 

Die ganz allgemeine Lösung des Problemes rührt aber von dein 
deutschen Mathematiker Karl Friedrich Gauss (geb. 1777 in 
Braunschweig, gest. 1855 in Göttingen) her. Vergleiche die Angabeu 
am Schlüsse. des §. 22. 

Seitdem ist das Problem der konfomnen Abbildung eine Lieb- 
lingsaufgabe der Mathematiker geworden und vielfach behandelt 
worden; doch ist dabei mehr noch dem mathematischen als dem 
rein kartographischen Bedürfnisse Rechnung getragen worden. 

§. 21. 
Die Mercator-Projektion. 

1. Es ist bereits in §. L3 eine elementare Theorie dieser von 
dem berühmten Geographen Gerhard Mercator (eigentlich Cremer, 
geb. 1512 in Rupelrr\onde , gest. 1594 in Duisburg) herrührenden 
Projektion gegeben worden, allerdings nur unter der Voraussetzung, 
dass es sich um die Darstellung der Kugelfläche handelt. Wir 
verweisen hier wieder auf diese Auseinandersetzung. 

An dieser Stelle ist es nun zunächst unsere Aufgabe, aus den 
aligemeinen Gleichungen, die für jede konforme Abbildung in Gel- 
tung sind, durch Specialisirung die Formeln abzuleiten, welche zur 
Charakterisirung der Mercator-Projektion dienen. 

Zu dem Zwecke setzen wir 

f(u) ± iX) = und f x {u ± iX) = b(u± U), 

wodurch die Gleichungen (11) des vorigen Paragraphen über- 
gehen in 

Wählen wir aber die Koordinatenrichtung so, dass mit einem 
positiven Werthe von X auch ein positiver Werth von x verbunden 
ist und setzen wir ferner die Integrationskonstante K = -f- 1 , so 
ergeben sich die zwei Gleichungen 

ix = bX 

welche die Projektion charakterisiren. 

Setzt man s = 0, so entstehen die Gleichungen 

x = bX und y = bl tan f — -| — — J, 

welche mit den auf S. 120 gegebenen identisch sind. 

2. Was die Vergrösserung k betrifft, so ist unserer Annahme 
zufolge in Gleich. (13) des vorigen Paragraphen / w = 0, /j = ft, 
folglich 



x 
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T L . 

(2) k = — = — V"i — € * sin *<p • sec 9>. 

Wenn man die willkürliche Grösse b — a setzt und dann 
£ = annimmt, so ergiebt sich für k der Werth sec <jP, überein- 
stimmend mit S. 121. 

3. Wir wenden ans nunmehr zur allgemeinen Werthermitte- 
lung von x und y auf Grand der Formeln (1), wobei wir aber die 
Grösse 6, welche lediglich die Wahl des Maassstabes der Karte be- 
dingt, als Einheit annehmen. 

Üeber die erste Gleichung x = X ist dann Nichts weiter zu 
sagen; die Längen werden eben ganz gleichmässig auf der geraden 
Linie abgetragen, welche den Aequator darstellt. 

Die zweite Gleichung laulet dann 

»- « [- (t + -V) (£i£Ö f ] 

oder 

» = « - [t + 1) +■ f ' Q-+ :-£-:> 

Nun gelten für natürliche Logarithmen die Formeln 



z 2 . 2 S , s 4 



and 

folglich 
und also 

€ 



J(l+3) = *-^+^-+^ + -... 



j .. . z* z* z* 



i ^=-<>+i+T+--) 



Sonach hat man für y die Formel 

y = l tan (-£- + -|-) - («« sin y +-i s* sin 3 9>). 

Nimmt man zur praktischen Berechnung gemeine Logarithmen, 
so ist 

l tan (-J- + -|-) = 2,302 5851 • / g tan (-J- + -|-) , 

mithin 

(3) y=2,3025851-tytan(-J- + ^-^»sin9> + ^a 4 sin 3 9>Y 

wenn höhere Potenzen von s als die vierte vernachlässigt werden. 
Wenn man nach dieser Formel und der zugehörigen 

x = X 

konstruirt, so wird der halbe Aequator (180°) durch eine Gerade 
von der Länge n = 3,1415927 repräsentirt. Nimmt man aber als 
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Längeneinheit die Grösse einer Aequatorminute an , d. h. den 
180 • 60sten Theil von tt, so muss man die Formel (3) mit 

^A0 = 3437,7 .. . 
n 

multipliciren. Dies giebt 

(4) y = 7915,704674 lg • tan C~ + -—) 

— 3437,7 fs* sin <p + y « 4 sin 3 9>\ 

Karl Ludwig Christian Rümker hat in seinem „Hand- 
buche der Schifffahrtskunde" die nachstehende Tabelle der Werthe 

von y veröffentlicht, bei deren Berechnung er allerdings für die 

1 
Abplattung den Werth — — zu Grunde geleg hat. Indessen kann 

d\)ö 

man ohne merklichen Fehler diese Tabelle auch unter der Annahme 

des Werthes Q — für die Abplattung anwenden, da der Unter- 
st) «7, lü 

schied im Werthe von y, der sich ergiebt, wenn man den einen 
Werth der Abplattung mit dem andern vertauscht, nur sehr gering 
ist. Es ist nämlich 





303 


299,15 


<f = 10° 


y = 599,1 


y = 599,1 


20 


1217,4 


1217,3 


30 


1877,0 


1876,9 


40 


2608,1 


2608,0 


50 


" 3457,0 


3456,8 


60 


4507,7 


4507,4 


70 


5944,5 


5044,3 


80 


8352,8 


8352,6 



Hiernach ist es leicht, die kleine Korrektur anzugeben, welche 
man von den Zahlen der Rümker'schen Tabelle abzuziehen hat, um 
diejenigen Zahlen zu erhalten, welche dem Bessel'schen Werthe der 
Abplattung entsprechen. 
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Tabelle der Werthe von 
y = 7915,704674' lg • tan (~ + yj — 3437,7' (f » sin ? rf- y sin •</•) 

von C. Rümker. 



f 



\ 



6 



8 



9 



10 



11 



12 



13 



14 



15 



0° 0' 
30 




30 


30 


30 


30 


30 


30 


30 


30 


30 


30 


30 



30 


30 


30 


30 



16 



y 



<p 



0,0' 
29,8 

59,6 
89,4 

119,2 
149,1 

178,9 
208,7 

238,6 
268,5 

298,4 
328,3 

358,3 
388,3 

418,3 
448,3 

478,4 
508,5 

538,7 
568,9 

599,1 
629,4 

659,7 
690,1 

720,6 
751,1 

781,7 
812,3 

843,0 
873,7 

904£ 
935,5 

966,5 



1 6,° 0' 
30 



17 



18 



19 



20 



22 



23 



25 



26 




30 


30 


30 


30 



21 
30 




30 


30 



24 
30 




30 


30 



27 
30 

28 
10 
20 
30 
40 
50 

29 



y 



966,5' 
997,5 

1028,6 
1059,9 

1091,2 
1122,6 

1154,1 
1185,7 

1217,4 
1249,1 

1281,0 
1313,0 

1345,2 
1377,4 

1409,7 
1442,2 

1474,8 
1507,5 

1540,4 
1573,4 

1606,5 
1639,8 

1673,2 
1706,8 

1740,5 
1751,7 
1763,0 
1774,4 
1785,7 
1797,0 

1808,4 



9 



29 ( 



30 



31 



32 



i < 



33 



34 



35 



0' 
10 
20 
30 
40 
50 


10 
20 
30 
40 
50 


10 
20 
30 
40 
50 


10 
20 
30 
40 
50 


10 
20 
30 
40 
50 


10 
20 
30 
40 
50 





y 



1808,4' 

1819,8 

1831,2 

1842,6 

1854,1 

1865,5 

1877,0 
1888,5 
1 900,0 
1911,6 
1923,1 
1934,7 

1946,3 
1957,9 
1969,6 
1981,2 
1992,9 
2004,6 

2016,3 
2028,1 
2039,8 
2051,6 
2063,4 
2075,3 

2087,1 
2099,0 
2110,9 
2122,8 
2134,8 
2146,8 

2158,8 
2170,8 
2182,8 
2194,9 
2207,0 
2219,1 

2231,2 



Gretschel, Karten-Projektion. 
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<f 


v 


•f 


y 


V 


» 


35° 0' 


2231,2' 


42» 0' 


2766,5' 


49° 0' 


3364,9' 


10 


2243,4 


10 


2779,9 


10 


3380,1 


20 


2255,6 


20 


2793,4 


20 


3395,4 


30 


2267,8 


30 


2806,9 


30 


3410,7 


40 


2280,0 


40 


2820,4 


40 


3426,1 


50 


2282,3 


50 


2831,0 


50 


3441,5 


36 


2304,6 


43 


2847,6' 


50 


3457,0 


10 


2316,9 


10 


2861,2 


10 


3472,6 


20 


2329,3 


20 


2874,9 


20 


3488,2 


30 


2341,7 


30 


2888,6 


30 


3503,8 


40 


2354,1 


40 


291)2,4 


40 


3519,5 


50 


2366,5 


50 


2916,2 


50 


3535,3 


37 


2378,9 


44 


2930,0 


51 


3551,1 


10 


2391,4 


10 


2943,9 


10 


3567,0 


2(1 


2403,9 


20 


2957,8 


20 


3582,9 


30 


2416,5 


30 


2971,7 


30 


3598,9 


40 


2429,0 


40 


2985,7 


40 


3615,0 


50 


2441,6 


50 


2999,8 


50 


3631,1 


38 


2454,2 


45 


3013,8 


52 


3647,3 


10 


2466,9 


10 


3028,0 


10 


3663,5 


20 


2479,6 


20 


3042,1 


20 


3678,8 


30 


2492,3 


30 


3056,3 


30 


3696,1 


40 


2505,0 


40 


3070,6 


40 


3712,6 


50 


2517,8 


50 


3084,8 


50 


3729,0 


39 


2530,6 


46 


3099,2 


53 


3745,6 


10 


2543,4 


10 


3113,5 


10 


3762,2 


20 


2556,3 


20 


3128,0 


20 


3778,9 


30 


2569,2 


30 


3142,4 


30 


3795,6 


40 


2582,1 


40 


3156,9 


40 


3812,4 


' 50 


2595,1 


50 


3171,5 


50 


3829,4 


40 


2608,1 


47 


3186,1 


54 


3846,2 


10 


2621,1 


10 


3200,7 


10 


3863,2 


20 


2634,1 


20 


3215,4 


20 


3880,3 


30 


2647,2 


30 


3230,1 


30 


3897,5 


40 


2660,3 


40 


3244,9 


40 


3914,7 


50 


2673,5 


50 


3259,7 


50 


3932,0 


41 


2686,7 


48 


3274,6 


55 


3949,3 


10 


2699,9 


10 


3289,5 


10 


3966,8 


20 


2713,1 


20 


3304,5 


20 


3984,3 


30 


2726,4 


30 


3319,5 


30 


4001,8 


40 


2739,7 


40 


3334,6 


40 


4019,5 


50 


2753,1 


50 


3349,7 


50 


4037,2 


42 


2766,5 


49 


3364,9 


56 


4055,0 
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9 


y 


I 

9 


y 


i 


y 


56° 0' 


4055,0' 


63° 0' 


4884,7' 


70° 0' 


5944,5' 


10 


4072,9 


10 


4906,7 


10 


5973,9 


20 


4090,9 


20 


4928,9 


20 


. 6003,4 


30 


4108,9 


30 


4951,2 


30 


6033,2 


40 


4127,0 


40 


4973,7 


40 


6063,3 


50 


4145,2 


50 


4996,2 


50 


6093,6 


57 


4163,5 


64 


5019,0 


71 . 


6124,2 


10 


4181,9 


10 


5041,8 


10 


6155,0 


20 


4200,3 


20 


5064,8 


20 


6186,1 


30 


4218,9 


30 


5087,9 


30 


6217,5 


40 


4237,5 


40 


5111,2 


40 


6249,1 


50 


4256,2 


50 


5134,6 


50 


6281,0 


58 


4275,0 


65 


5158,2 


72 


6313,2 


10 


4293,9 


10 


5181,9 


10 


6345,7 


20 


4312,8 


20 


5205,7 


! 20 


6378,5 


30 


4331,9 


30 


5229,8 


; 30 


6411,5 


40 


4351,1 


40 


5253,9 


40 


6444,9 


50 


4370,3 


50 


5278,2 


50 


6478,6 


59 


4389,6 ! 


66 


5302,7 


73 


6512,7 


10 


4409,1 ! 


10 


5327,4 


10 


6547,0 


20 


4428,6 : 


20 


5352,2 


20 


6581,7 


30 


4448,2 


30 


5377,1 


30 


6616,7 


40 


4467,9 


40 


5402,3 


40 


6652,1 


50 


4487,7 


50 


5427,6 


50 


6687,8 


60 


4507,7 


67 


5453,1 


74 


6723,9 


10 


4527,7 ! 


10 


5478,7 


10 


6760,3 


20 


4547,8 


20 


5504,5 


20 


6797,1 


30 


4568,0 


30 


5530,6 


30 


6834,3 


40 


4588,3 


40 


5556,8 


40 


6871,9 


50 


4608,8 


50 


5583,1 


50 


6909,9 


61 


4629,3 


68 


5609,7 


75 


6948,4 


10 


4650,0 


10 


5636,5 


10 


6987,2 


20 


4670,7 


20 


5663,4 


20 


7026,4 


30 


4691,6 


30 


5690,6 


30 


7066,2 


40 


4712,6 


40 


5718,0 


40 


7106,3 


50 


4733,7 


50 


5745,5 


50 


7146,9 


32 U 


4754,9 


69 


5773,3 


76 


7188,0 


10 


4776,2 


10 


5801,3 


10 


7229,5 


20 


4797,7 


20 


5829,5 


20 


7271,6 


30 


4819,2 


30 


5857,9 


30 


7314,2 


40 


4840,9 


40 


5886,6 


40 


7357,2 


50 


4862,7 


50 


5915,4 


50 


7400,9 


33 


4884,7 


70 


5944,5 


77 
14 


7445,0 

» 
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9 


y 


" " 1 

i 

i 


y 


V 


V 


77° 0' 


7445,0' 


82° 0' 


9122,9' 


87° 0' 


12499,4 


10 


7489,7 1 


10 


9195,5 


10 


12696,0 


20 


7535,0 


20 


9269,6 


20 


12904,5 


30 


7580,0 ! 


30 


9345,4 


30 


13126,4 


40 


7627,4 


40 


9422,9 i 


40 


13363,7 


50 


7674,5 


50 


9502,1 


50 


13618,5 


78 


7-722,3 


83 


9583,2 ! 


88 


13893,7 


10 


7770,7 


10 


9666,3 


! 10 


14192,9 


20 


7819,8 


20 


9751,3 . 


20 


14520,6 


30 


7869,6 


30 


9838,6 ; 


30 


14882,8 


40 


7920,1 


40 


9928,1 


40 


15287,7 


50 


7971,4 


50 


10019,9 | 


50 


15746,8 


79 


8023,4 


84 


10114,3 ! 


89 


16267,8 


10 


8076,2 


10 


10211,3 1 


10 


16903,6 


20 


8129,8 


20 


10311,1 ! 


20 


17670,7 


30 


8184,2 


30 


10413,9 ; 


30 


18659,7 


40 


8239,5 


40 


10519,8 ' 


40 


20053,6 


50 


8295,7 


50 


10629,1 


50 


22436,5 


80 


8352,8 ! 


85 


10741,9 j 


90 


QO 


10 


8410,9 : 


10 


10858,6 




% 


20 


8469,9 i 


20 


10979,4 i 


i 

: 




30 


8529,9 i 


30 


11104,5 i 


' 




40 


8591,0 j 


40 


11234,4 


1 
1 




50 


8653,2 


50 


11369,4 ; 






81 


8716,6 


86 


1 1 509,8 






10 

* 


8781,1 


10 


11656,2 , 






20 


8846,8 


20 


1 1 809,2 | 


t 




30 


8913,8 


30 


11969,2 






40 


8982,2 


40 


12137,0 ; 






50 


.9051,8 


50 


12313,5 j 


1 




82 


9122,9 


87 


12499,4 i 


i 
1 





Eine Tafel der Werthe von y für die verschiedenen Werthe 
von y, mit Zugrundelegung des Bessel'schen Werthes der Abplat- 
tung von Hermann Wagner berechnet, findet sich auch im An- 
hange des dritten Jahrganges von Behms geogr. Handbuch (Gotha, 
Perthes, 1870) S. XLVI u. folg. Dieselbe schreitet aber durchweg 
blos von 30 zu 30' für y fort. 

4. Nachdem wir jetzt das Wichtigste über die Konstruktion 
der Mercator-Karten mitgetheilt haben, wollen wir jetzt noch die 
Ermittelung der Entfernung zweier Punkte, deren Pro- 
jektionen gegeben sind, besprechen. 
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Sehr leicht ist es, die Länge des loxodro mischen Bö- 
ge ns zwischen zwei Punkten A und B zu ermitteln. Derselbe 
bildet nämlich mit den verschiedenen Meridianen durchweg den- 
selben Winkel a; legt man daher durch B den Parallelkreis, wel- 
cher den Meridian von A im Punkte A x schneidet, so ist 

AA X = AB cos a oder AB = AA X sec a. 

Dies fährt auf folgende einfache Konstraktion. Man zieht durch 
die Puukte A! und B* der Karte, welche die Punkte A und B der 
Kugel repräsentiren , die Meridiane und legt durch B' auch den 
Parallelkreis, welcher den Meridian von A 4 in B\ schneidet; man 
erhält dann in der Strecke A'B\ den Breitenunterschied der Punkte 
A und B. Hierauf misst man auf dem Aequator der Karte eine 
Länge von ebensoviel Graden etc. ab, trügt sie auf A* B\ von A 4 
aus bis C ab und legt dann durch den Punkt C' parallel zu den 
Parallelkreisen eine Gerade, welche A'B' in C schneidet. Die Strecke 
ÄC giebt daun, auf dem Aequator gemessen, die Grösse des loxo- 
dromischen Bogens in Gradmaass an. 

5. Indessen ist der loxodromische Bogen zwischen zwei Punk- 
ten nicht die kürzeste Entfernung derselben. Will man die 
letztere ermitteln, welche, für den Fall der Kugel, ein Bogen des 
grössten Kreises ist, der durch beide Punkte geht, so kann man 
von der Karte die Breiten <f und <jP, und den Längenunterschied 
X — Xj beider Punkte A und B entnehmen und entweder die 
Grösse dieses Bogens in Gradmaass nach dem auf S. 40 auseinander, 
gesetzten Verfahren berechnen oder auch statt dessen ein einfaches 
graphisches Verfahren anwenden. 

Es sei M der Mittelpunkt der Kugel, Q der Pol, in welchem 
eine Tangentialebene an di& Kugel gelegt sei, welche von den Ver- 
längerungen der Halbmesser MA und MB in A' und B* geschnit- 
ten werde. Dann kann man das bei Q rechtwincklige Dreieck 
MQA 4 leicht konstruiren, indem man MQ gleich dem Halbmes- 
ser der Kugel oder gleich 57,2958 Aequatorgrad der Mercator- 
Karte und Winkel 0Jtf-<i' = 90° — <jP macht; in gleicher Weise 
findet man das Dreieck MQB', in welchem auch MQ gleich dem 
Halbmesser und Winkel QMB' = 90° — <p x ist Damit sind nun 
die Seiten QA' und QB* gegeben, die man unter dem Winkel 
X — X! zusammenstellt, so dass das Dreieck QA'B* entsteht. 
Ueber der Seite AB* konstruirt man dann ein Dreieck A'B'N, in 
welchem A'N = A'M und B'N = B'M ist und schlägt um N mit 
dem Halbmesser der Kugel einen Kreisbogen ; das innerhalb des 
Dreiecks, zwischen NA' und NB 4 liegende Stück desselben ist an 
Länge dem Bogen AB der Kugel gleich. — Vergl. das in der 
Nr. 12 des §. 8 (S/55) Gesagte. 

§. 22. 

Lamberts konforme Kegelprojektion. 

1. Auch diese Projektion ist bereits früher, §. 15, VII (Seite 
153 u. folg.) für den Fall der Kugel besprochen worden; es han- 



r • r-w — ü 



i 
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delt sich jetzt hauptsächlich darum, zu sehen, wie die Formeln sich 
für den Fall eines Ellipsoides gestalten. 

2. Wir setzen zunächst in den Formeln (11) des §. 20 ' 

/, = o und /(« ± a) = r * ( " ± a) 

(cos X ^p i sin jxX). 



— uu 

= e ^ 



Man erhält dann 



(i) 



# = g ^ cos fiA und y = £ ^ sin jitA. 



Aus diesen Gleichungen folgt, wenn man die Entfernung vom 
Koordinaten anfange 

Vx* -|- y* — r 
setzt, 



— uu 
r = e n , 



das ist, wenn man für u den durch die Formel (4) des §. 20 ge- 
gebenen Werth setzt 






*-i 



'-(f+DG 



— s sin y\ 2 



-f- 6 sin <p/ 



— ^ 



wofür man auch setzen kann 



"* 



x \ 4 2 y \t — £ sin yy 



tan 



/< C 



2' 



wenn man J5T ^ kurzweg mit C und mit f die „korrigirte Pol- 
distanz" [vergl. die Nr. 3 und speziell Formel (15) des §. 20] be- 
zeichnet. 

Da dieser Werth von r sich nicht ändert, so lange </> nngeändert 
bleibt, so werden die Parallelkreise durch Bogen koncentrischer 
Kreise dargestellt, deren Mittelpunkt der Koordinatenanfang ist. 

3. Aus der Gleichung (1) folgt ferner 



y_ = 

x 



tan fiX. 



Nennt man nun \f/ den Winkel, welcher zwischen der #-Achse 
und der Geraden liegt, die nach dem Punkte mit den Koordinaten 
x und y hingeht, so ist 

y _ 



x 



= tan \p 



und mithin 

(3) V = pX. 

Alle Orte gleicher Länge haben also denselben Werth von ip 9 
d. h. jeder Meridian wird durch eine vom Koordinatenanfange aus- 
gehende Gerade auf der Karte dargestellt, und zwar sind die Win- 
kel, welche die Meridiane der Karte unter sich einschliessen das 
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ji-faclie von den Längenunterscliieden der Meridiane anf dem 
Sphäroid. Der Koordiuatenanfaug stellt den Pol dar. 

4. Waa die Linearveigrössernng anlangt, so isty* («) = — fxf[u) 
und daher zufolge (13) in §. 20 

p.e~~ '*__ y.r 

**i ~ r t * 
d. i., wenn man für r den obensteh enden Werth (2) und für r, 
den Werth S. 42 

o cos <f> 



' Vi - e 9 sin«? 



— E*sm 
(4) x~- 



a cos 9* 

5. Das Vergrösserungsverhältniss k ist also nicht 
Länge abhängig, sondern längs eines nnd desselben Paral 
konstant. 

Um seine Veränderlichkeit mit der Breite zu erkennen, diffe- 
rentiireu wir die vorstehende Formel nach f nnd können das Re- 
sultat in der Form 

dit fj. a (I — e*)r f x — sin y 

dy — " rf~~ ' V] — E * sin^*p" 

darstellen. Hier ist nun dfr Faktor 

fxajl — t')f 
r, 

negativ, der Divisor » I — g* sin 'ff* positiv, nnd also hängt das 
Vorzeichen lediglich von dem Faktor jx — sin y ab, welcher posi- 
tiv, Null oder negativ ist, je nachdem sin <f> <^ p, sin ?> = p oder 
sin f > j* ist Sonach ist 

t^ S 5 0, je nachdem sin (p 5? u, 
dy > r > r ' 

d. h. die Grösse k, welche für <p = den Werth — — hat, nimmt 

mit wachsenden Werthen von f stetig ab, bis dieselbe für 

'(' = Aresin ^ 

ihren kleinsten Werth erreicht, welcher 

ist; von da an wächst die Grösse k wieder. Natürlich ist hierbei 
vorausgesetzt, dass \\ ein echter Brach ist. 



n unseren Hauptform 
r, C uud u. Von der 
ich den Maassstab de 

p. anlangt, so Itaben wir die Rolle, die diese Grösse auf 
i spielt, schon in Gleichung (3) kennen gelernt, 
ibert hat diese Konstante, wie schon S. 157 erwähnt, so 
, dass für zwei bestimmte Breiten ff' und f>" die Läugeu- 
' der Karte und auf dem Elüpsoide in gleichem Verhält- 
hen. Sind r' nud r" die Radien, mit denen diese Parallel- 
f der Karte beschrieben sind, also 

r , = Ctna t '-^- t r"=Ctan/~, 



Vi — fi * sin •# ' Vi _ £ i 8 in »y» 

ra der Parallelkreise auf dem Sphäroid, so fordert die von 
gestellte Bedingung, dass die Gleichung 



LI) 



cos V V I — s a sin * 



2 / 

Nimmt man in dieser Gleichung beiderseits Logarithmen 
tig welchen Systems), so erhält man schliesslich zur Be- 
von ft die Formel 
_ logcoBy'— logcoBif"-|-logVl~« 1 Bin V —\ogV\~t t B m*if" 

log tan j- — log tan y 

wählt öfters als <p' und f" die geringste und grösste 
s darzustellenden Gebietes. 

ielt es sich z. B. um die Darstellung von Buropa, so kann 
= 30" und V" = 70° nehmen und erhält dann (die Erde 
förmig vorausgesetzt) für fi den Werth 

p = 0,78327; 
el am Pole betragen also auf der Karte etwas über | der 
n Grösse auf der Erde, 10 Längengrade sind durch einen 
a 7° 49' 58" repräsentirt und das Minimum von k fällt 
14' Breite. 

:auu aber anch zweckmässig erscheinen, *f' nnd f" so zu 
iass der Meridianbogen zwischen den äussersten Parallelen 
ahezu gleiche Theile getheüt wird. 

anderes Princip besteht darin, fi so zu wählen, dass die 
;mng n für eine gewisse Breite <p' ihren kleinsten Werth 

Wir wissen schon, dass dann 
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ja = sin 9' 

sein muss. Wenn man z. B. /* == f nimmt, so tritt das Minimum 
von k für y' = 48° 35' 25" ein. 

Zar Konstraktion von Sternkarten kann es zweckmässig er- 
scheinen, fx so zu wählen, dass r doppelt so gross wird für 
den Aequator als für den Parallel von 45°. Man erhält dann 
jut = 0,78643, ein Werth, welcher nur sehr wenig von dem oben 
erwähnten fi = 0,78327 abweicht. 

7. Mit den vorstehenden Formeln sind die wesentlich für die 
Konstruktion der Karte nothwendigen Elemente alle gegeben. Die 
Werthe von r kann man sehr leicht mittels der Formel 

r= Ctan^|- 

berechnen, wenn man zunächst zu den Werthen von % = 90° — y 
die in der Tabelle am Schlüsse des §. 20 verzeichneten Werthe 
von f — % addirt und so die korrigirten Poldistanzen £ ermit- 
telt hat. 

Für den Fall, dass das Centrum über den Rand der Karte 
hinausfällt, wird man sich zunächst auf dem ersten Meridiane die 
einzelnen Theile, Grade etc. auftragen, dann irgend einen Parallef- 
kreis durch Koordinaten einzelner Punkte konstruiren, durch diese 
einzelnen Punkte die durch die Winkel ^ = jutX hinlänglich be- 
stimmten Meridiane legen und schliesslich auf den letzteren diesel- 
ben Theile abtragen, wie auf dem ersten Meridiane, worauf man nur 
noch die Punkte gleicher Breite zu verbinden braucht, um die ver- 
schiedenen Parallelkreise zu erhalten. 

Was die Koordinaten anlangt, so ist zufolge Gleich. (1) 

x = r cos jx X und y = r sin yutX, 

wobei x auf dem ersten Meridiane, und zwar vom Pole aus, ge- 
rechnet ist. Fällt dieser Punkt ausserhalb der Karte, so muss 
man einen neuen Koordinatenanfang wählen, und wenn dieser um 
x vom alten absteht, so sind die neuen Koordinaten 

x* = r cos fxX — x und y = r sin jjlX. 

8. Wir wollen noch kurz zeigen , wie man die Formeln für 
diese Projektion direkt erhalten kann, ohne auf die allgemeinen 
Gleichungen des §. 20 zurückzugehen. 

Es wird eine konforme Abbildung der Oberfläche des Rotations- 
ellipsoides in einer Ebene gesucht unter den Bedingungen, 

dass die Meridiane durch gerade, vom Pole ausgehende 

Linien dargestellt werden; 
dass die Längen tp auf der Karte das jix-fache von denen 

des Ellipsoides sind, und 

dass die Parallelkreise durch Bogen koncen tri scher Kreise 

dargestellt werden, deren gemeinsames Gentrum der 

Pol ist. 

Ist r der Radius des Parallels von der Breite <p auf der Karte, 

dr seine verschwindend kleine Zunahme, rdty — jxrdX das Bogen- 

element des Parallelkreises, ds das Meridianelement auf dem 
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Ellipsoid, r t dX das Parallelkreiselement auf dem Ellipsoid, so ist 
die Bedingung der Konformität 

dr ds 

firdX r t dX 

oder kurz , 

dr txds 

. . ... zum * 

r r l 

Setzt mau nun 

q cos ff , _ — a (1 — s 2 ) d<p 

Vl ~~~" Vi _ € » sin V _ VT- «»sin «ff* ' 

wo wir das Zeichen — setzen, weil mit wachsenden Werthen von 
(p der Radius r abnimmt, so geht die vorige Gleichung über in 

dr '__ _ n _ 2 x dV_ 

r ^ l £J cos 9 (1 — e* sin ff) 

und wenn man integrirt und beachtet, dass 

«J cos y (1 — « a sin *<jP) 

V 4 2 / ' 2 \1 — « sin <jp/ ' 

ist, so erhält man 

oder, wenn man die fite Potenz der Integrationskonstanten K durch 
C bezeichnet und von den Logarithmen zu den Zahlen selbst 
übergeht 

V 4 ' 2 J \\ — s sin y/ ' 

identisch mit Gleichung (2) dieses Paragraphen. 

Das Vergrös^erungsverhältniss x ist, wie man unmittelbar er- 
kennt, durch die Gleichung 

dr jxrdX jxr 

— ds r t dk r t 

bestimmt. 

9. Diese Projektion ist zuerst von I. H. Lambert in seinen 
„Beiträgen zum' Gebrauche der Mathematik und deren Anwendung", 
Berlin 1772, Nr. VI, S. 105 bis 199 gegeben worden. Später hat 
Gauss auf dieselbe aufmerksam gemacht in seiner berühmten Ab- 
handlung „Allgemeine Auflössung der Aufgabe: die Theile einer 
gegebenen Fläche auf einer andern gegebenen Fläche so abzubil- 
den, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen 
ähnlich wird", welche 1822 den Preis der Eopenhagener Akademie 
erlangte und im dritten Hefte der von Schumacher herausge- 
gebenen „Astronomischen Abhandlungen'* (Altona 1825) abgedruckt 
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ist. Gauss leitet die Gleichungen dieser Projektion dort aas den 
allgemeinen Formeln als einen speciellen Fall ab, bemerkt aber 
ausdrücklich, dass diese Projektion schon bekannt, namentlich auf 
Tafel XIX bis XXVI des von Harding in den Jahren 1808 — 22 
veröffentlichten Himmels-Atlas in Anwendung gebracht sei. 

Später hat u. A. die Geographische Gesellschaft in Petersburg 
diese Projektion angewandt zur Konstruktion der im Mai 1862 
publieirten Karte des europäischen Russlands und des Kaukasus 
(12 Blatt im Maassst. 1 : 1 680000) und ihr den Namen „Gauss'sche 
Projektion" beigelegt. Diese Karte erstreckt sich von 36 bis 68° 
Breite, die Konstante \x ist mittels der Formel (5) unter der An- 
nahme 9' = 46° und <p" — 58° berechnet. 

10. Die Hauptvorzüge dieser Darstellung« weise bestehen 
in der Leichtigkeit der Konstruktion des Netzes; 
in der Aehnlichkeit zwischen den kleinsten Theilen auf der 
Karte und auf der Erde selbst, namentlich in der überall 
— mit alleiniger Ausnahme des Poles — richtigen Ab- 
bildung der Winkel; und 
in der Gleichheit der Meridianbögen zwischen denselben 
Parallelen. 
Diese Darstellungsweise ist daher sehr geeignet für Länder 
von grosser Längenerstreckung. Der Maassstab wird dann mit 
grosser Genauigkeit erhalten, wenn man den Mittel meridian in 
Kilometer, Meilen oder dergl. eintheilt. Bei nicht gar zu grossen 
Breitenunterschieden ändert sich dieser Maassstab nur massig. Auf 
der erwähnten russischen Karte tritt z. B. unter dem mitteleren 
Parallel von 52° eine Verkürzung auf 0,994, unter den äussersten 
Parallelen aber eine Vergrösserung auf 1,031, beziehentlich 1,040 ein. 

§. 23. 
Die Lagrange'sche Projektion. 

1. In den beiden Gleichungen 

x-\-iy = F(u -f- ity 
x — iy = F t (u — i\) 9 

welche wir in §. 20 kennen gelernt haben, wollen wir die beiden 
Funktionen F und F x als identisch annehmen, und zwar mag 

^ — c(u + ii) 

(l) F(u -f U) = x + iy = Äe c(u+a) , B - c (u+a) 

sein. Multiplicirt man Zähler und Nenner der rechten Seite dieser 
Gleichung mit 

ÄeC( u-a )+B -c(u-*)^ 

so erhält man das Resultat 

X + ty ~ AU Uu + AB (e 2icl + e- 2ieX )+Be- 2cu ' 
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Hier ist im Zähler 



und im Nenner 



e = oos 2cA — % sin 2cA 



Ziel . — 2ct* A a -v 
e -|- e = 2 cos 2eA, 



der Nenner ist also reell. Setzt man nun das Reelle links dem 
Reellen rechts und ebenso das Imaginäre links dem Imaginären 
rechts gleich, so erhält man für x und y die beiden Gleichungen 

A cos 2cX + Be~ 

(2) , A*e icu -f 2 AB cos 2cX + Be~ 2cu 
— A sin 2cX 

V ~ A*e U * + 2 AB cos 2c\ + Be- Uu 

2. Es handelt sich nun darum, aus diesen zwei Gleichungen 
einmal die Breite y, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die 
Grösse u [Formel (4) des §. 20] zu eliminiren, um die Gleichung 
derjenigen Kurve zu erhalten, welche den Meridian von der Länge 
X repräsentirt; dann aber gilt es umgekehrt, X zu eliminiren, um 
die Gleichung derjenigen Kurve zu erhalten, welche den Parallel- 
kreis von der Breite y darstellt. Um uns diese Eliminationen zu 
erleichtern, quadriren wir die Gleichungen (2) zuvörderst und ad- 
diren sie alsdann; wir erhalten dadurch 

— 2c« 

*» + yt = e 



A*e 2cu + 2AB cos 2cX -f B*e~ 2cu 



Indem wir nun mit dieser Gleichung in jede der beiden Gleichungen 
(2) dividiren, ergeben sich die neuen Gleichungen 

X _ a Je« 



= Ae cos 2cX -f- B 



x*+y* 

y = — Ae sin 2cX. 

x*+y* 



(3) , . 2cu 



3. Die Elimination von e aus diesen beiden Formeln liefert 
die Gleichung 

(4) *■ + y» - J- cot 2c\ - J- = 0. 

Da man dieselbe auf die Form 

t K 2Bj + V 1B ) - \2B sin 2c\J 

bringen kann, so ist die betreffende Kurve ein Kreis, dessen Mittel- 
punkt die Koordinaten 

1 cot2cX 

x °~ 2B ' y °~ 2B 

besitzt und dessen Halbmesser 
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1__ 

e ~"2J?sin2cX 
ist. 

Da die Gleichung (4) sowohl durch die Koordinaten x = 

1 

und y = 0, als auch durch x = -~- und y = befriedigt wird, so 

gehen alle durch (4) ausgedrückte Kreise durch den Koordiuaten- 
anfang, den wir mit Q* bezeichnen wollen und durch den auf der 

x- Achse in der Entfernung -p- gelegenen Punkt Q\. 

Es werden sonach alle Meridiane durch Kreise 
dargestellt, welche sich in z wei festen, auf der a-Ackse 
gelegenen Punkten Q* und Q\, welche die Pole repräsen- 
tiren, schneiden. 
Die # -.Ach se selbst repräsentirt den ersten Meridian. 

4. Wir wollen jetzt die Grösse X, die Länge, aus den beiden 
Gleichungen (3) eliminiren. Das Resultat der Elimination ist 

(5) *•+,« + -- *£* J = 0, 

JV C — £* A*e —B* 

und diese Gleichung bedeutet einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf 
der #-Achse, in der Entfernung 

B 

A*e* cu - J? a 
vom Koordinatenanfange liegt und dessen Halbmesser den Werth 

= Ae Uu 

?1 A*e Aeu - B* 
hat. 

Es ist leicht, diese Kreise noch weiter zu charakterisiren. 
Bezeichnet man den Mittelpunkt eines solchen Kreises mit M 9 
so ist 



A*e Acu - £* 



folglich 



M Q\ = M Q> + Q>Q\ = - - --*. 4* 

A*e - B 1 a 

AH Uw 



(A*e 4c " — B*)B 
Aus diesen Gleichungen folgt aber 
(6) MQ'-MQ\ = ti, 

und diese Gleichung druckt dem auf S. 19 unten Gesagten zufolge 
aus, dass der Durchmesser des fraglichen Kreises durch die beiden 
Prnkte Q' und Q\ harmonisch getheilt wird. 
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Wir können das Ergebniss dieser Nummer in die Worte 
fassen : 

Die Abbildungen der Parallelkreise sind wieder 
Kreise, deren Mittelpunkte auf der geraden Linie lie- 
gen, welche durch die Abbildungen der beiden Pole 
geht und deren Durchmesser durch diese beiden Punkte 
harmonisch getheilt werden. 

5. Was endlich die Linearvergrösserung k anlangt, so hat 
man zufolge Gleich. (1) dieses Paragraphen 

Fiu) = 

Ae cu + Be~ cu 

und mit Berücksichtigung dieser Formel liefert uns die Gleichung 
(12). des §. 20 den Werth 

,- x — 2 Ac Vi — s* sin *y> 

(7) a = = s~ z — ö — =; 

\ÄH lcu + 2 AB cos 2cX + 5V~ lcu \a cosop 

Damit sind alle die Projektion charakterisirenden Gleichungen 
gefunden und es handelt sich nunmehr blos noch darum, dieselben 
für die Konstruktion bequemer zu gestalten und daraus die Kon- 
struktionsregeln abzuleiten. 

6. Wir wollen die Entfernung der beiden Punkte Q- und Q' v 
welche die Pole darstellen, durch 2d ausdrücken, also 

setzen. Die Gleichung (4) geht dann über in 

(8) x % + y a — 2 dy cot 2 cX — 2dx = 0. 

Der Mittelpunkt des Kreises, der durch diese Gleichung aus- 
gedrückt wird, hat die Koordinaten 

x = d, y = d cot 2 c X, 

sein Halbmesser ist 

p = d cosec 2cX, 

und wenn N den Halbirungspunkt von Q'Q\ bedeutet und M nnd 
M' die beiden Punkte sind, in denen der Kreis (8) die in N auf 
OQ errichtete Senkrechte schneidet, so ist 

NM = — d tan cX und NM 4 = -f- d cot cX. 

7. Die Konstruktion eineaMeridianes von derLänge 
X hat hiernach, sobald man über die Konstanten c und d bereits 
Verfügung getroffen, keinerlei Schwierigkeit. 

Man halbirt in N die Entfernung Q'Q\ der beiden Pole, er- 
richtet in N eine Senkrechte auf Q'Q\ , trägt in Q' oder Q\ an 
Q'Q\ den Winkel 90° — 2cX auf und verlängert den zweiten 
Schenkel dieses Winkels bis zum Durchschnittspunkte mit der er- 
wähnten Senkrechten; dieser Schnittpunkt ist der Mittelpunkt des- 
jenigen durch Q* und Q\ gehenden Kreises, welcher den iu Rede 
stehenden Meridian darstellt, und zwar entspricht der Bogeu 
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Q'MQ\ der Lange X, der andere st « 65 - 

Bogen Q'M'Q'f dagegen der Länge 
X -f- 180°. 

8. Wir wenden nns nnn zur 
Konstruktion der Parallel- 
kreise. Za dem Zwecke nehmen 
wir wieder die obige Gleichung 
(5) znr Hand, in welche wir den 
Werth 

— Ä- 

einsetzen. Ausserdem haben wir 
vermöge der Formel (4) des §. 20 
für e den Werth 

4c« p4e ,4c iL 
e = K cot 2 ' 

wo £ die korrigirte Poldistanz bezeichnet, welche für den Fall der 
Kugel dem Komplement der Breite, 90° — 9> = % gleich kommt. 
Setzt man noch zur Abkürzung 

so nimmt die fragliche Gleichung die Form an 

(9) **+»"+ i-j ^ = «. 

d* cot c ~ä ' « a cot ^ — * 

und diese Gleichung drückt einen Kreis ans, dessen Mittelpunkt 
auf dem ersten Meridiane in der Entfernung 
2d 

(10) £ = - r -- 

a» cot 46 y - ' 

vom Pole P' liegt, wobei als positiv die Richtung Q'Q\ gerechnet 
ist; der Halbmesser dieses Kreises ist 

„ -, -2e X. 
2 a a cot a 

a 3 cot a i 

and die beiden Punkte, in denen er die Verbindungslinie der Pole 
Q' und Q\ schneidet, haben die Abscissen 

OD *' = 4 ,^_^=«_. 

,2c t i , .2c _£ ) 

o cot -s- T" ' «cot 2 

Zur näheren Bestimmung der Konstanten a. kann man nnn 
folgenden Weg einschlagen. 

Wir nehmen an, dass ein bestimmter Paratlelkreis von be- 
kannter Breite, dessen korrigirte Poldiatanz C bezeichnet werden 
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mag die Entfernung Q'Q\ = 2d gerade lialbirt, dass also x' = d 
ist. Dies giebt für a den Werth 

(13) « = tan "^ 

woraus folgt, dass x" — — <X> ist, der betreffende Parallelkreis 
also auf der Karte in eine Gerade degenerirt (in die Gerade, auf 
welcher die Centra der Meridiane liegen). Mit Benutzung dieses 
Werthes von a gehen die Gleichungen (9) bis (12) aber in 

-In* fix A il? ■»* 

(9.) „.+„. + .£_?£_ «JL,- = o, 

... . . 2«d „ — 2ttd 
(12a) (f' = — — = ,#" = -; 

I + M I » 

wo zur Abkürzung gesetzt ist 



Um nun die Parallelkreise zu konstruiren, berechne man sieb 
einfach die Werthe voa £, also die Lage des Mittelpunktes, und 
den Halbmessers, und führe auf Grund der gefundenen Zahlwerthe 
die Zeichnung aus. 

9. Auf der Kugel oder dem Sphäroid werden die Parallelkreise 

von den Meridianen in Theile geschnitten, welche den Längen- 

j- ,jg unterschieden proportional sind. 

Dies ist bei der Langrange'sciien 

Konstruktion nicht mehr der Fall, 

Bezeichnet aber D' den zwi- 

I sehen Q' und Q\ liegenden Schoitt- 

: punkt eines Parallelkreises und 

I des ersten Meridianes, ist also 

^• = -' = -,^L 

und also 

*■« = »<—■= -T^-. 

ferner P ein beliebiger Punkt dieses Parallel kreises, so ist es 
leicht die. Grösse des Winkels PQ'Q\ anzugeben. Sind nämlich 
Q'L = x und LP = y die Koordinaten des Punktes P, so ist der 
Gleich. (2) gemäss 

r.^,^.- V — A sin 2cX 

tan PQ Q, ~ ^— = - — — — 

x A cos2cX + Bfi cu 
Sieht man von dem Minnszeichen ab und setzt für A und 
Be ihre Werthe ein, so erhält mau 
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tanP0'0; = 



sin 2cX 



n + «os 2cX ' 



d. i., wenn man Zähler und Nenner mit D'Q\ = 



2d 



t&nPQ'Q\ 



D'Q\ sin 2cX 



1+n 



multiplicirt, 



Q'D'-\-D'Q\ cos2cX 

Dies giebt folgende Konstruktion: 

Um den r Punkt P eines gegebenen, den ersten Meridian 
in D' schneidenden Parallelkreises zu finden, welcher der Länge X 
entspricht, schlage man um D' einen Kreis mit dem Halbmesser 
D'Q\i trage dann den Centriwinkel Q\D'R= 2cX ab und ziehe 
die Gerade Q'B, welche durch den gesuchten Punkt P geht. 

Hiernach dient der durch Q\ gehende Kreis um D' als Theil- 
kreis für den gegebenen Parallelkreis; indem man auf dem erste- 
hen die verschiedenen Werthe von 2cX, welche verschiedenen 
Längen X entsprechen, aufträgt und die betreffenden Punkte mit Q 1 
verbindet, wird der Parallelkreis diesen Längen entsprechend ein- 
geteilt. Man kann sich dieses Verfahrens bedienen, um die auf 
den verschiedenen Parallelkreisen liegenden Punkte eines Meridia- 
nes zu finden und dann den Meridian durch Verbindung dieser 
Punkte zu zeichnen, für den Fall, dass der Mittelpunkt über die 
Zeichenebene hinausfällt. 

Da es für solche Fälle auch erwünscht sein kann, einzelne 
Punkte durch ihre Koordinaten zu konstruiren, so mögen hier noch 
die Umwandlungen der beiden Gleichungen (2) Platz finden: 

2dn (cos 2cX -f- n) 



x = 



(14) 



1 -f- 2n cos 2cX + w 2 

— 2dn sin 2cX 

y ~ 1 + 2n cos 2cX + n*' 



wo 



n = tan 



* JL cot 2c Co 



ist. 

10. Wir wenden uns nun zu dem Vergrösserungs • Koefficien- 
ten x, dessen in Formel (7) angegebener Werth sich auf die Form 
bringen lässt 



(15) * = 



— Acd y\ — s* sin 2 <p 



acos<p 



, 2c?o .2e? , ft oi r A 2c^o. 2c iL 
tan ~ö"cot 2 + 2cos2cA-t-cot o ^ an 2 



Dieser Werth ist sowohl von X als von <f> abhängig. 

Was zuerst die Abhängigkeit von X anlangt, so hat k jeden- 
falls seinen kleinsten Werth, wenn das Glied 2 cos 2cX im Nenner 
seinen grössten Werth, d. i. den Werth 2, erreicht, -was für X=0 
eintritt. 
Gretschel, Karten-Projektion. 15 
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Die geringste Yergrösserung auf jedem Parallel- 
kreise findet also auf dem ersten Meridiane sta 1 1. 

Dm nun das absolute Minimum des Verhältnisses x zu ermit- 
teln, können wir X = setzen; beschränken wir uns dann noch 
auf den Fali der Kugel, so geht £ in 90° — <P — % ober und w ; r 
haben für das Vergrösserungsverhältniss auf dem ersten Meridiane 
den Werth 

(15.) x = — Ud 



a sin 



X (tan «2k oot«^- + cot^ tao c |-) 



und dieser Ausdruck wird ein Minimum, wenn die Wurzel aus dem 
Nenner, also der Ausdruck 

(16) Vti^c (tan c ^ cot c %_ + cot c X± ^ c |N 

ein Maximum wird. Um den Werth von % zu finden, für welchen 
dies stattfindet, hat man nach % zu differentiiren und das Resultat 
gleich Null zu setzen. Nach einigen leichten Reduktionen giebt 
dies die Gleichung 

(171 f tan %- cot ^? C - -— — - x 

(17; ^tan 2 cot % J ~ 2c ± coa% 

Nun ist aber zufolge Gleichung (12) 
• tan -£- cot *-°- » — 



V 2 2; 2d - a?" 

d. h. das Minimum von k tritt ein für denjenigen zwi- 
schen Q 1 und Q\ gelegenen Ort P', für welchen 

Q'P' _ 2c — co s % 

P'Q\~ 2s + cos% 
ist. 

Hieraus ist ersichtlich, dass wenn man den Punkt P auf der 
Erde wählt, für welchen man die Grösse k zu einem Minimum 
machen will und in dessen Nähe dann x sich am schwächsten än- 
dert , und wenn man den entsprechenden Punkt P' auf der Karte 
annimmt, so dass man also das Verhältniss 

Q'P 4 _ 

kennt, alsdann der Werth der Konstanten c bestimmt ist; denn 
man hat 

(18) 2c=^t^ cosv. 

1 — fX 

11. Man kann aber die Konstante c noch auf feine andere 
Weise, als die vorstehende bestimmen. Setzt man nämlich den 
Werth (17) in die Formel (15a) ein, so erhält man denjenigen Werth 
von k, welcher das Minimum bildet, nämlich 

- cd (4 c* — cos 2 %) 

K — 

4a sin x 
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Dieser Werth ist selbst wieder von c und % abhängig und 
man kann daher verlangen, dass c und g> oder % in einer solchen 
Beziehung zu einander stehen, dass für den bestimmten Werth von 
% mit einer verschwindend kleinen Aenderung von % keine Aen- 
derung von h verbunden, also 

sei. Dies wird die Folge haben, dass überhaupt in der Nähe dieses 
Werthes von % die Aenderung von k nur unbedeutend, also der 
Maassstab im Wesentlichen ein und derselbe sein wird. 

Nun ist 

d* cd (t -f- sin *% — 4c 2 ) cos % 

d% 4 a sin *% 

und dieser Ausdruck wird der Null gleich, wenn man 

4e 2 = 1 -f- sin *% r 

also 

(19) 2c = y\+'s\n T x 

setzt. 

12. Um also ein derartiges Kartennetz zu zeichnen, wird man 
sich erst über denjenigen Punkt schlüssig zu machen haben, in 
dessen Umgebung der Maassstab der Karte sich möglichst wenig 
ändern soll. Ist % x die Poldistanz dieses Punktes, so bestimmt 
man zuerst die Konstante c mittels der Gleichung 

2c = V"t-fsin *Xi- 
Ist z. B. x, =40°, also sin % x = 0,6428, so erhält man 
c = 0,5944. 

Hierauf nimmt man die Entfernung Q'Q\ — 2d der beiden Pole 
auf der Karte beliebig an, wodurch der Maassstab der letzteren 
bedingt ist, und theilt dieselbe durch einen Punkt P* so, dass 

<y-P' _ 2c — cos x, 

P'Q\~ 2c + cos %1 
ist. 'Dies giebt in unserem Beispiele 

Q'R _ 1,1888- 0,7760 _. 

P 7 Q\ ~ 1,1888 + 0,7760 ~ U,ZlU1# 

Der so erhaltene Punkt P* stellt auf der Karte den Punkt P 
des ersten Meridianes dar, für welchen % = 40°, also die geo- 
graphische Breite 50° ist und um welchen herum die Vergrösse- 
rung sich am wenigsten ändert. 

Nunmehr gilt es, die in den Formeln (9) bis (12) vorkom- 
mende Grösse 

2c Jlp 
1 2"' 

oder unter Annahme der Erde als einer Kugel 

15* 



a = tan' % 



— 228 

. 2c 7,0 
& = tan "ä\ 

zu berechnen. Zufolge (17) ist aber 

. 2c Xo _ 2c + co 8 y, 2c Xi 

ton T _ ^3To7 Xl tan 2' 

also in unserem Falle 

a= 1,4307, 

und für die Poldistanz desjenigen Parallelkreises, der die Ent- 
fernung Q'Q\ der Karte gerade halbirt, ergiebt sich Xo= 107° 0' 30", 
d. h. die Mitte von Q'Q' X entspricht der südlichen Breite von 17°. 

Bei dieser Darstellung entspricht dem Winkel A zwischen zwei 
Meridianen auf der Kugel ein Winkel = 1,1888 • A., unter welchem 
sich die entsprechenden Kreise in den Polen Q* und Q\ auf der 
Karte schneiden. 

Die weitere Konstruktion erfolgt nach Anleitung der Nummern 
7 und 8. 

t3. Wenn man den Punkt nicht bestimmt, um welchen hemm 
die Aenderung von v. am kleinsten sein soll, so kann man den 
Koefficienten c willkürlich annehmen. 

Setzt man c = Ä, so schneiden sich die Meridiane in den bei- 
den Polen Q* und Q x unter denselben Winkeln, wie auf der Kugel 
oder dem Sphäroide, also genau so, wie dies bei der schon früher 
von uns behandelten stereographischen Projektion der Fall isc, 
während sonst im Allgemeinen bei der Lagrange'schen Projektion 
die Winkel am Pole das 2c- fache der Längendifferenzen sind. 

Es lässt sich nun auch zeigen, dass in der That die Stereo - 
graphische Projektion nur ein specieller Fall der La- 
grange'schen für c = | ist. 

Die Konstruktion der Meridiane stimmt, wie bereits angedeutet, 
bei beiden Konstruktionen völlig überein. 

, Was ferner den zwischen den Polen liegenden Schnittpunkt 
eines Parallelkreises mit der x- Achse anlangt, so ist bei der La- 
grange'schen Projektion für c = % zufolge Formel (12) und (13) 

x' = * , 

tan 2^ cot -|- + 1 

wenn man die Erde als Kugel ansieht. Nimmt man nun in Ueber- 
einstimmung mit Nr. 19 des §. 9 (S. 67) an, dass der Punkt des- 
sen Projektion gerade mitten zwischen die Pole fällt, die Breite 
— a hat, setzt also % = 90° -f- a und ferner % ~ 90° — y, so 
geht der vorstehende Werth von x' über in 

, . 90° -y . 90° — a 

2a sin - --- sin - 

2 2 

x — -- - - - 

<p — a 
cos - 

2 
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Nennt man aber, diesen Punkt der Karte Z)', so ist auf S. 66 
die Formel angegeben 

AD' = 2a tan - L - - , 

während sich weiter oben auf derselben Seite findet 

4m o ♦ 90°— a 
AQ = 2a tan • 

Daraus folgt aber 

90° — a <p — a 

tan — — — tan 

oder 

. 90° - y 

2 a sin — — ■ 



Q'D* — 2 a (\ 



Q'D' = 



90° — a W — a 

cos cos-— £ 



was mit dem Werthe von x' am Ende der vorigen Seite überein- 
stimmt, wenn man. 

d = a cot \ (90° — a) 
setzt. Da nun der Parallelkreis sowohl bei der Lagrange'schen, 
als auch bei der stereographischen Projektion die Entfernung bei- 
der Pole harmonisch theilt, so stimmt auch die Konstruktion der 
Parallelkreise bei beiden überein, beide sind also identisch. 

14. Wenn man c = £ setzt, so sind die Winkel an den Po- 
len gleich £X, also höchstens -j^ 90°. , Man kann also die ganze 
Erdkugel in Form eines Kreises darstellen. Nimmt man noch 
2£ = 90°, nimmt man also an, dass der Aequator die Entfernung 
der beiden Pole auf der Karte halbirt, so wird, unter Yorausetzung 
einer Kugel, zufolge (12) und (13) 

1d „. — 2d 

x = i-^-^ - , a? = 



i 90°— <p * v A i 90° — <p 

COt s H 1 COt s 1 

2 2 

Rechnet man aber die Entfernungen vom Halbirungspunkte der 
Strecke 2d an, d. h. von dem Schnittpunkte des ersten Meridianes 
und des Aequators, setzt also £' = d — x' und £" = d — x'\ so 
findet man 



90°— 9 
sin - 

' — ■ - - 90°- y 

sin 



-i/ . 90°+? "■■/. 

: , _ A F sid — 2 — |/ 81 1 

"■/ .""90°-hP , Tj/ . 

J/sm — 2 -i h J/si 

'■ / . 90°+ y , i/V 90^-y 



1 / . 90 o +9 l/". 



90°— 9> 
sm - 



2 

Man bemerkt sofort, dass für negative 9* die beiden Grössen £' 
and £" einfach ihr Vorzeichen umkehren; man hat also nur 
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nöthig die Werthe von <f> = bis y = 90° zu berechnen. Hat 
man £' und £", so lässt sich der Parallelkreis von der Breite 9> 
sofort konstruiren; natürlich gehört zur Karte nur der Theil des- 
selben, der innerhalb des Kreises liegt, welchen man über dem 
Durchmesser 2d beschrieben hat. 

Die Konstruktion der Meridiane hat nach Anleitung von Nr. 7 
keinerlei Schwierigkeit. 

Die folgende Tabelle enthält die Werthe von- £' und £" für 
verschiedene Breiten von 10 zu 10° unter der Voraussetzung d= t. 



9 


$' 


*" 


9 


e 


S" 


0° 


0.0000 


00 


50° 


0.2475 


4.0411 


10 


0.0438 


22.8155 


60 


0.3178 


3.1463 


20 


0.0889 


11.2511 


70 


0.4086 


2.4476 


30 


0.1365 


7.3271 


80 


0.5435 


1.8401« 


40 


0.1884 


5.3067 


90 


1.0000 


1.0000. 



Auf Grund dieser Tabelle ist auf Taf. V die Fig. XXIX kou- 
struirt, welche uns ein Bild der nördlichen Erdhälfte giebt. 

15. Da man über die Grösse d frei verfügen kann, so kann 
man auch 

2 d = a tan -~ 

setzen. Setzt man diesen Werth in die Formeln (12) ein, so er- 
hält man 

a „ — a 



X —— -. -. , X «. y. . 

.2c s»_ , .2c ±o .2c A. x 2c feo 

cot 2 "i co ^ 2 c 2 " — c 2 

Nimmt man nun hier f = 180°, also d = oo, so wird 

t u . 2c JL 

x !== — x — a cot 2 ' 

d. h. die Parallelkreise erscheinen als Bogen koncentrischer , um 
den einen Pol beschriebener Kreise vom Halbmesser 

2c » 

r = a cot ~2~> 

und die Meridiane sind gerade Linien, die sich unter den Winkeln 
2cA. im Pole schneiden. Denn da sie nach dem andern, unendlich 
entfernten Pol der Karte gehen, so sind ihre Halbmesser nothwen- 
dig unendlich gross, sie müssen also Gerade sein. 

Wir erkennen so, dass die Lagrange'sche Projektion auch die 
im vorigen Paragraphen besprochene Lambert'sche als speciellen 
Fall umfasst, denn die vorstehende Formel für r unterscheidet sich 
von Formel (2) des §. 22 nur dadurch, dass in ihr a und 2 c steht, 
wo dort C und \x gesetzt ist. 

Für c = $ geht übrigens diese Projektion in die stereogra- 
phische Polarprojektion über. 
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16. Di« vorstellend besprochene Darstellnngsweise, welche, 
wie wir gezeigt haben, sowohl (iie stereographische als die Lara- 
bert -Gaussische konforme Projektion als specielle Kalle mit nm- 
fasst, ist von dem französischen Mathematiker Jos. Lonis La- 
grange (1736 — 1813) in zwei, in den Nottveattx Mimoires de 
l'Acad. royale des sciences de Berlin, Ännie MDCCLXX1 V (Berlin, 
1781), S. 161 bis 210 abgedruckten Abhandlungen Sur la construc- 
tion des cartes geographiques angegeben worden und wird deshalb 
nach ihm benannt. Indessen ist dieselbe Projektiou auch schon 
früher von Lambert in seiner schon mehrfach citirten „Entwerf- 
uug der Garten etc.", die 1772 erschien, betrachtet worden. 

Der einfache Gedankengang, durch welchen Lambert auf die 
wesentlichen Formein dieser Darstellungsart geführt wird, mag noch 
in der Schlussmimmer dieses Paragraphen Platz finden. 

17. Es sei die Aufgabe gestellt, ein Netz für konforme Ab- 
bildung zu entwerfen, so dass Meridiane und Parallel kreise durch 
Kreislinien dargestellt werden, und zwar sollen sich die Abbii- 
dtingen zweier Meridiane von dem Längennnterschiede \ in den 
beiden Polen auf der Karte unter dem Winkel fx\ schneiden. 

Die letztere Bedingung führt sofort auf die in Nr. 7 dieses 
Paragraphen gegebene Konstruktion der Meridiane, was einer wei- 
tern Ausführung nicht bedarf. 

Was die Parallelkreise anlangt, so müssen ihre Mittelpunkte 
auf der Verlängerung der Geraden liegen, welche die beiden Pole 
Q' und Q\ der Karte verbindet, oder, was dasselbe ist, auf dem 
ersten Meridiane. Denn legt mau von einem Punkte M auf der 
Verlängerung von Q\Q' aus eine Tangente MT an einen der Me- 
ridiane, so ist 

MT* = MQ' ■ MQ\ ; 
es sind also alle vou M ans an die verschiedenen Meridiane zu 
legenden Tangenten gleich lang und der um M mit dem Halbmes- 
ser MT beschriebene Kreis schneidet sammtliche Meridiane recht- 
winklig, wie es sein muss. 

Uebrigens drückt die vorstehende Gleichung zugleich aus, dass 
der Durchmesser des Parallelkreises in Q' und Q\ harmonisch ge- 
theüt wird. 

Dadurch allein ist aber der Parallelkreis von einer bestimmten 
Breite f noch nicht hinlänglich bestimmt; 5^ q-j_ 

er ist es aber, wenn man die Lage des 
zwischen Q' und Q\ liegenden Punktes D' 
kommt, in welchem dieser Kreis die Ge- 
rade Q'Q\ schneidet. 

Gesetzt nun es sei in Fig. 67 die 
Strecke Q'Q\ = 2, Cder Mittelpunkt der- 
selben, Q'FQj der Meridian der Karte, 
welcher der verschwindend kleinen Lange 
dX entspricht, der also in (/ und Q\ mit 
Q'Q', den Winkel fxdX einschltesst, ferner 
N der Mittelpunkt dieses Kreises, dann 
ist, wenn F den Bogen Q'Q\ halbirt, 



und 



also 
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CF = Q'C tan (Bog. Q'F) = { päk 

NC = cot (*dX) = 1 ±^, 

NF=NQ' = ± f Ad\+ l 



fxdX 
Setzen wir nun CD 4 = £ , so ist 

ND ' = ViAxt + ? = ^k- yr+gvMxi 

wofür man, weil %\xd\ eine verschwindend kleine Grösse ist, auch 
setzen kann 

Ist nun D'E ein Bogenelement des durch D' gehenden Pa- 
rallelkreises, so findet man 

D'E = NF- ND' = i pd\ (1 — £*). 

Bedeutet nun D\ den Punkt, in welchem der Parallelkreis vom 
Polabstande % -f- d% (der Breite y — d<p) die Linie Q'Q\ schnei- 
det, so muss nach dem Grundsatze der Konformität 

DE 

D'D\ 

gleich sein dem Verhältnisse zwischen dem Parallelkreiselement 
und dem Meridianelement auf der Kugel oder auf dem Sphäroide. 
Beschränken wir uns hier auf »erstere, so ist dieses Yerhältniss 
gleich 

sin %dk 

wenn man den Radius der Kugel als Einheit annimmt. Dies giebt 
die Gleichung 

__ t jxd\ (1 — £*) _ sin %dk 
* d£ ~ d X 

oder 

ixd% _ 2rfg 

sin % 1 — g 2 

Die Integration dieser Gleichung giebt uns 

plC tan -|- = l -fipp 

wo l den natürlichen Logarithmus und C die Integrationskonstante 
bedeutet. Man kann diese Gleichung auch in der Form 
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1 - 0*1**?%- 

g- £_ 

1 + (Aan -£- 

2t 

schreiben; es folgt daraas für Q'D' = l — $ der Werth 

2C f 'un M ^ 
Q'D' = 



l+C^tan''-^ 



Nimmt man an, dass für einen bestimmten Werth % a von % 
der Punkt D' gerade in die Mitte von Q'Q\ fällt, also Q'D' = 1 
wird, so erhält man als Bestimmung der Konstanten C die 
Gleichung 

oad statt der vorigen Gleichung kann man nnn schreiben 

Q'D' = ? 

tan ^ cot ^-§- + 1 

2 2 

Setzt man die Entfernung Q'Q\ nicht gleich 2, sondern allge- 
mein gleich 2d, so hat man die rechte Seite der vorstehenden 
Formel noch mit d zu multipliciren und erhält dann eine mit der 
ersten Gleichung (12) übereinstimmende Formel. 

Wie man aus der einen Formel die übrigen entwickelt, bedarf 
nach dem Früheren keiner weitern Auseinandersetzung. 



Sechstes Kapitel. 



Die zenithalen Abbildungen und verschie- 
dene konventionelle Darstellungs weisen.. 



§. 24. 
Die zenithalen Abbildungen. 

L Allgemeines 

1. Eine Abbildung heisst zenithal, wenn alle Punkte P, 
die auf der Erdkugel gleichweit von einem gewissen Centralpunkte 
A abstehen, auch auf der Karte auf dem Umfange eines Kreises 
liegen, dessen Centrum die Projektion Ä jenes Punktes A ist, und 
wenn alle durch A gehende grössten Kreise durch Gerade dargestellt 
werden, die sich in A 4 unter denselben Winkeln schneiden, wie die 
grössten Kreise in A. 

Zur Erläuterung erinnern wir an die perspektivische Darstel- 
lung der Erdoberfläche auf die Ebene des Aequators oder eine ihr 
parallele. Wie in diesem Falle, so wird bei jeder zenithalen Dar- 
stellung, wenn man unter A einen Pol versteht, das Netz aus ei- 
nem Systeme koncentrischer Kreise um A', die Parallelkreise dar- 
stellend, und aus den unter gleichen Winkeln sich schneidenden 
Durchmessern bestehen, welche letzteren die Meridiane, repräsen- 
tiren. 

2. Wenn der Punkt A nicht ein Pol ist, also auch der Hit- 
telpunkt A' der Karte nicht mit einem Pole zusammenfällt, so kann 
man die Karte doch nach den im Vorstehenden angegebenen Grund- 
sätzen konstruiren. 

Zu dem Ende legt man durch A den Meridian , . welchen man 
als den ersten bezeichnet und von welchem aus man die Längen \ 

zählt. Ist dann P ein beliebiger Punkt, so lege man durch P und 
den Pol Q den Meridian und endlich noch durch A und P einen 
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grössteu Kreis. Bedeutet dann & die geographische Breite von A, 
ff diejenige von P und X die Länge von P, so ist in dem sphä- 
rischen Dreiecke AQP 

AQ = M° — a, P0 = 9O°-y, ZQ = >> 
und wenn man den Bogen AP mit \x bezeichnet, so hat man zur 
Berechnung von \x die Gleichung 

(t) cos \i = sin a sin <jp -f- cos a cos <p cos X. 

Wird ferner der Winkel A mit v bezeichnet, so ist 

/0 v . sin X cos y 

(2) sin v = : • 

sin [x 

Handelt es sich nun um die Darstellung eines Meridianes, so 
berechnet man die Werthe von fx und v, welche den verschiedenen 
Werthen von <p (etwa von 5 zu 5 oder von 10 zu 10 Grad) und 
der konstanten Länge X entsprechen. Dann zieht man durch das 
Gentrum A' der Karte, die Abbildung von A, eine Gerade, die den 
ersten Meridian darstellt, worauf man die verschiedenen Werthe 
von v an diese Gerade abträgt. Auf den zweiten Schenkeln dieser 
Winkel trägt man alsdann von A! aus die Entfernungen ab, welche 
dem noch näher zu bestimmenden Gesetze der Kartenprojektion 
gemäss zu den verschiedenen Werthen von fx gehören. Verbindet 
man die so erhaltenen Punkte der Karte, so giebt dies die Pro- 
jektion des Meridianes von der Länge X. 

In ähnlicher Weise kann man den Parallelkreis von der Breite 
(f projiciren, indem man zuerst die den verschiedenen Werthen von 
X, etwa von 5 zu 5 oder von 10 zu 10 Grad fortschreitend, ent- 
sprechenden Werthe von fx und v berechnet und dann die zuge- 
hörigen Punkte nach dem vorstehend beschriebenen Verfahren kon- 
struirt. 

" Man kann übrigens die Karte auch auf die Weise erhalten, 
dass man zuerst provisorisch ein anderes, bequemer zu zeichnendes 
zenithales Kartennetz mit dem gleichen Mittelpunkte, am passend- 
sten eine stereographische Abbildung anfertigt; dann vom Gentrum 
der Karte aus Gerade nach den verschiedenen Punkten des Netzes 
zieht und auf jeder solchen Gerade die zu dem betreffenden Netz- 
punkte gehörige Entfernung, wie sie sich auf Grund der zu Grunde 
liegenden Regel ergiebt, abträgt. Die so gefundenen Kartenpunkte 
treten dann an die Stelle der provisorischen. 

3. Wenn der Punkt A auf dem Aequator liegt, so gehen die 
Formeln (1) und (2) in die folgenden, einfacheren über: 

(3) cos fi = cos 9> cos X, 

(4) tan v = sin X cot <p. 

Zur rascheren Ermittelung von jx und v können die folgenden 
von Lambert berechneten Tabellen dienen. 
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Nach diesen allgemeinen Erörterungen wenden wir nns zur 
näheren Betrachtung einiger besonderen zenithalen Darstellungen. 



II. Die äquidistante zenithale Projektion. 

4. Bei dieser Projektion ist der Abstand eines Punktes der 
Karte vom Mittelpunkte der letzteren gleich dem sphärischen Ab- 
stand des Punktes auf der Kugel von dem als Centrum angenom- 
menen Punkte, oder, wenn wir den Abstand auf der Karte mit r 
bezeichnen 

(5) r = a}x, 

wo a den Kugelhalbmesser bedeutet. 

5. Die Linearvergrösserung lässt sich hiernach leicht 
berechnen. 

Zunächst ist klar, dass in Richtung von r keine Linearver- 
grösserung stattfindet, dass daher nach der auf S. 58 angenomme- 
nen Bezeichnung 

k"= 1 

ist. - Ist ferner auf der Kugel der Mittelpunkt der darzustellen- 
den Fläche, 0' das Centrum der Karte, sind ferner P und M ein 
Paar benachbarte Punkte in der zum grössten Kreise OP senk- 
rechten Richtung, P' und M' die entsprechenden Punkte der Karte, 
so ist 

auf der Kugel MP = a (v, — v) sin jut, 

auf der Karte M'P 1 = afx (v t — v), 

mithin die Linearvergrösserung senkrecht zu r. 

_ M'P' _ n 



(6) 



K 



MP sin jut 

Da u im Allgemeinen grösser ist als sin jut, so ist x' grösser 
als die Einheit, es werden also in der zu r senkrechten Richtung 
die Längen auf der Karte vergrössert, und zwar so, wie es folgende 
kleine Tafel zeigt. • 



M 


i 


m 


x' 


i 

0° j 


f 

i .oooo : 


50° 


, 1.1392 


10 , 


1.0051 : 


60 


1 .2092 


20 ! 


t.0206 


70 


1.2971 


30 


1.0472 ; 


80 


1.4178 


40 


1.086t 


90 


l .5708 



Sobald man daher die Karte nicht weiter als bis auf etwa 
30° vom Centrum ausdehnt, erreicht die Vergrösserung k' keinen 
die Einheit zu weit übersteigenden Werth und es findet also über- 
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haupt keiu wesentlicher Unterschied zwischen den Längen auf der 
Karte nnd denen anf der Kugel statt. 

6. Um die Aendernng der Winkel zu erfahren, wollen 
wir annehmen, *p sei der Winkel, den eine durch P gehende Rich- 
tung mit dem grössten Kreise OP einschliesst, V sei der ent- 
sprechende Winkel der Karte; dann ist 



tan V = — l 



v) sin fx 



und 



f*i - r* 
tan V = (V ' ~ V) ^ 



mithin 

(7) tan V = k' tan V* 

Aus dieser Gleichung ist ersichtlich, dass im Aligemeinen auch 
die Aendernng der Winkel keine bedeutende Grösse erreicht, wenn 
man die Karte nicht zu weit ausdehnt. Für jut = ist ^' = V« 

Die Vergleichung der Resultate, die auf S. 87 u. folg. bei Be- 
handlung der Gleichung 

tan *f>' = k tan vf/ 

gewonnen worden sind, zeigt uns aber ferner noch, dass es durch 
jeden Punkt der Kngel zwei Richtungen giebt, welche mit 
dem grössten durch diesen Punkt und gehenden Kreis nach ent- 
gegengesetzten Seiten den Winkeln V einschliessen , der durch die 
Gleichung 

tan 2 V = \ 

bestimmt ist, und in denen die Aendernng der Winkel 
xp 1 — ip ihren grössten Werth erreicht. Auf der Karte 
ist dann 

tan *V' = k', 

es ist also ty -j- tp' ein rechter Winkel. Die folgende Tabelle 
zeigt uns die Werthe von *p und V' «nd die Maxima von ty 4 — V 
für verschiedene fx. 



1 

1 

1 

j* ! 

! 




1" 

y> ! 

1 




! V — V 


10° i 


440 


55.76' 


45° 


4.24' 


0° 8.76' 


20 • 


44 


42.48 


45 


17.52 


35.04 


30 


.44 


20.32 


45 


39.68 


l 19.36 


40 ! 


43 


49.04 


46 


10.96 


2 21.92 


50 1 


43 


8.08 


46 


51.92 


3 43.84 


60 


42 


17.00 


47 


43.00 


5 26.00 


70 j 


4t 


17.04 


48 


42.96 


7 25.92 


80 


40 


1.46 


49 


58.54 


9 57.08 


90 


38 


35.15 


51 


24.85 


12 49.70 
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Ausserdem zeigen die Erörterungen auf S. 87 u. f. auch, dass 
es zu jeder Richtung V elUQ konjugirte u giebt, derart dass 

%p - v = V — v' 
ist, und zwar ist 

tan V tan u = — r 

tan V' tan u' = k'. 

7. Es ist sehr leicht ein Kartenuetz für Polarprojektion nach 
dieser Methode zu zeichnen; auf Taf. V zeigt uns Fig. XIX ein sol- 
ches für eine Halbkugel. 

Nach der Angabe von Ger inain (S. 145 seines Traiti des 
Projections des cartes gSographiques) ist die äquidistante Polar- 
projektion von dem französischen Gelehrten Guillaume Postel 
(geb. 1510 in Dolerin bei Avranches in der Normandie, gest. 
1581 als Prof. am College de France in Paris) ersonnen und zuerst 
in Anwendung gebracht worrden. 

8. Wenn man einen Punkt des Aequätors als Mittelpunkt an- 
nimmt, so erscheinen Aequator und erster Meridian als gerade 
Linien, die einander senkrecht stehen und auf denen die Grade in 
richtiger Grösse angegeben sind. Die andern Meridiane, sowie 
auch die Parallelkreise sind transcendente Kurven. 

Nimmt man endlich irgend einen andern Punkt der Kugelfläche 
als Mittelpunkt, so erscheint nur der durch diesen Punkt gehende 
Meridian auf der Karte als gerade Linie, auf welcher die Grade 
in natürlicher Grösse erscheinen; alle andern Meridiane, sowie 
auch die Parallelkreise mit dem Aequator sind transcendente Linien, 
über deren Konstruktion indessen nach der Angabe der Nr. 6 et- 
was Weiteres nicht hinzuzufügen ist. 

Ein Netz für die Halbkugel in äquidistanter Meridianprojektion 
zeigt Taf. V, Fig. XXXI. 

9. Ehe wir diese Projektion verlassen, mag noch die Be- 
merkung Platz finden, dass man dieselbe als das letzte Glied einer 
Reihe von Darstellungsmethoden betrachten kann, deren erste Glie- 
der die gnomonische und die stereographische Projektion sind. 
Es gehören nämlich in diese Reihe alle zenithalen Projektionen, 
für welche 

r = na tan -£— 

n 

ist. In der That sieht man sofort, dass sich für n = 1 die gno- 
monische, für n = 2 die stereographische Projektion ergiebt. Nun 
ist weiter 

sin J — 



ix u n 

n tan r - = • -, 

n jjl w 

cos --- -•'— 

n n 

und wenn man hier n über alle Grenzen wachsen lässt, so wird 
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M 



cos 



M A H i 

j = ja und = 1, 



n n 

es gebt demnach die obige allgemeine Formel für r in die Formel 

r = a/A 
über, welche die äquidistante Projektion charakterisirt. 

III. Lamberts äquivalente zenithale Projektion. 

10. Wir haben diese Projektion schon mehrmals erwähnt. 
Dieselbe ist nämlich identisch mit der S. 151 n. folg. erwähnten 
Kegelprojektion, wenn man m = 1 setzt, in welchem Falle freilich, 
wie schon dort erwähnt, von eigentlicher Kegelprojektion nicht 
mehr die Rede ist. Später haben wir diese Darstellungsweise 
wieder auf S. 187 bei den äquivalenten Projektionen unter dem 
Namen „isomere isosphärische" Projektion (nach Germain) mit 
aufgeführt. 

Sie ist charakterisirt durch die Gleichung 

(8) r = 2asin£jUL 9 

welche ausdrückt, dass die Projektion eines Punktes eben so weit 
vom Mittelpunkte der Karte entfernt ist, wie der Punkt selbst in 
gerader Linie vom Centrum des abzubildenden Stückes der Kugel 
(vergl. S. 152, Nr. 27 und die Andeutungen in der Polarprojektion 
auf laf. VI, Fig. XXXII). 

11. Untersucht man die Linearveränderungen,, so findet 
man für die Vergrößerung in Richtung von r 

_ 2 (sin \ ix, — sin £ ^) 

Mi - M 
wo jut| — fx = zu setzen ist. Dies giebt bekanntlich 

(9) k" = cos £ M- 

Senkrecht zu r findet man die Linearvergrösserung 

, (v x — v) 2a sin ^ fx 

a (y x — v) sin jut 

für v 1 — v = 0, d. i. % 

(10) x' = sec i p. 

Die folgende kleine Tabelle giebt uns die Werthe von k' und 
k" für verschiedene Werthe von jut an. 



* 



Gretschel, Karten-Projektion. 16 
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M 


x' = sec£]m 


k"=cos£jui 


r* 


k' = sec ^ )utjK"=cos Jjut 


0° 
10 
20 
30 
40 


J.OOOO 
1.0039 
1.0154 
1.0352 
1.0642 


1.0000 
0.9962 
0.9848 
0.9659 
0.9397 


50° 

60 

70 

80 

90 


! 1.1033 

! 1.1547 

1.2208 

1.3054 

1.4142 


0.9063 
0.8660 
0.8192 
0.7660 
0.7071 



Daraus sieht man, dass für fx = 30° die Längen in der Rich- 
tung von r blos um ungefähr 3£ Procent zu klein, in der darauf 
senkrechten Richtung dagegen um ebensoviel zu gross dargestellt 
sind. Man kann daher die Karte recht wohl bis in di.ese Gegend 
ausdehnen, ohne dass die Linearveränderung zu bedeutend wird. 

Da x' • k" = 1 ist, so bleiben die Flächen ungeändert, wie 
wir schon wissen. 

12. Was ferner die Aenderung der Winkel anlangt, so ist 

auf der Kugel tan tp = A_l__^ — i Jr 

a (fx, — p) 

auf der Karte tan V = (V ' " ■ v) 2 * ^ * M 



mithin 

(in 



2a (sin £ p t — sin \ jx)' 



tan V = sec 2 £ p -tan ty. 

Demnach ist ip* im Allgemeinen grösser als ip; nur für 
ja = sind beide Winkel gleich grpss. Ferner erreicht V' — V 
seinen grössten Werth, wenn 

(12) ' tan *V = cos * £ jut, tan * V' = sec * J jut 
ist. Die folgende kleine Tafel zeigt uns die Werthe von */> und */>', 
für welche V' — V seinen Maximalwerth annimmt, sowie diesen 
selbst. 



h 


V 


\p* 


xp 1 — xp 


10° 


44° 53.45' 


45° 6.55' 


0° 13.10' 


20 


44 33.68 


45 26.32 


52.64 


30 


44 0.42 


45 59.58 


1 59.16 


40 


43 13.15 


46 46.85 


3 33.70 


50 


42 10.17 


47 49.83 


5 37.66 


60 


40 53.60 


49 6.40 


8 12.80 


70 


39 19.36 


50 40.64 


11 21.28 


80 


37 27.22 


52 32.78 


15 5.56 


90 


35 15.86 


54 44.14 


19 28.28 



V- 



Ferner giebt es zu jeder Richtung ip eine konjugirte u, so dass 
v = xp' — u' ist, und zwar ist 
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,-o\ l tan V tan u = cos *£ /ut, 

' j tan ^' tan u' = sec s £ ja. 

13, Wir kommen jetzt nochmals auf die Linearvergrösse- 
rung, und zwar in einer beliebigen Richtung V* beziehentlich V' 
zurück. 

Auf der Karte hat bei den angenommenen Bezeichnungen das 
Linienelement den Werth 

2a (sin ^ jut, — sin ^ jut) 
cos V' ' 

auf der Kugel aber ist dasselbe gleich 

a (Mi ~ M), 
cos V 

Dividirt man mit dem zweiten Werthe in den ersten, so er- 
hält man für jm, — fi = nach einigen einfachen Reduktionen die 
Formel für die Linearvergrösserung 



(14) k = J/cos 2 V cos *£ jut + sin *V • sec *i jut. 

Dieser Ausdruck ist der Einheit gleich, wenn auf der Kugel 

(15) tan V = db cos i M 
oder auf der Karte 

(16) tan V' = ± sec £ jm. 

Da durch diese Gleichungen die Richtungen charakterisirt 
werden, in denen die Winkeländeruhgen ihren Maximalwerth er- 
reichen, so erkennt man, dass in diesen Richtungen die 
Längen keine Aenderungen erleiden. 

14. Denkt man sich durch das Centrum 0' der Karte unend- 
lich viele Radien gezogen, die unter sich die verschwindend klei- 
nen Winkel dv bilden und geht man von einem P auf einem die- 
ser Radien in der durch die Gleichung (16) charakterisirten Rich- 
tung tp* weiter bis zum nächsten Radius., den man im Punkte P, 
trifft, geht man von diesem dann wieder in der Richtung, in wel- 
cher keine Linearvergrösserung eintritt weiter , u. s. f., so bewegt 
man sich auf einer sogenannten isoperimetrischen Kurve 
(Linie ohne Linearvergrösserung). 

Da für kleine Werthe von fx die Grösse cos £ fx nahezu der 
Einheit gleich ist, so schneidet die isoperimetrische Kurve in der 
Nähe des Poles die verschiedenen Radien unter Winkeln, die 
nahezu den gemeinsamen Werth 45 a haben (tan 45° = 1), d. h. 
diese Kurve hat hier nahezu die Form einer logarithmischen Spi- 
rale, welche uuter 45° gegen alle Radien geneigt ist. 

Mit Benutzung des in Nr. 12 angegebenen Werthes von tan ty* 
ist es aber auch leicht, eine allgemeine Gleichung für die isoperi- 
metrische Kurve zu erlangen. Zunächst nämlich erhält man 

16* 



sin i Hi — sin 

und dafür kanu man, wenn ms 
v, — v in Null übergehen lässt, i 

„7) *&=£ 

Mi -H 
Nun haben wir S. 115 bis 11 
X, — X 
»i — *■'" 
die neue Gleichung (6) S. 117 

X = £ tan ( 

wo der Buchstabe l den natürlich- 

man aber in der erwähnten Gleichung (1) 

v und v, an die Stelle von X und X,, 



und 1 „ „ „ „ tau a, 

so erhalt man unsere oben stehende Gleichung (17). Aus diesen 
geht also diejenige Gleichung hervor, die man erhält, wenn man in 
Gleich. (6) der S. 117 die vorstehenden Werthe substituirt. Diese 
Substitution giebt nns aber die Gleichung 

(18) v = l tänd- 
ln dieser Gleichung wird v = für /x = 180", für kleinere 

Werthe von jjl aber wird v negativ. Um dies zu vermeiden, kann 
man die Winkel v von einem um eine halbe Umdrehung (180" 
oder tt) weiter zurückliegenden Kreise an zählen und hat dann 
statt (18) die folgende Gleichung 

(19) * = / tan -J- + ir, 
welche in Verbindung mit 



den Lauf der Kurve bestimmt. Einzelne Punkte derselben sind 
durch folgende Angaben gegeben. 
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0° 


! 9° 54' 


0.1726 


45 


| 21 40 


0.3759 


90 


1 *46 56 


0.7964 


135 


! 98 00 


1 .5094 


180 


180 00 


2.0000 



r = 2a sin 



15 Es ist sehr leicht, eine Pol ar pr o j ek tion uaeh dieser 
Darstelluugtweise zu zeichnen ; es ist nämlich hier 

J- = 2o8in(45°--|-), 

wo % die Poldistanz, (f die Breite bedeutet. 

Man kann diesen Werth von r sehr leicht als Sehne kou- 
struiren , wie schon früher erwähut und auf Taf. VI in Fig. XXXII 
angedeutet ist. Ausserdem kann man demselben auch aus den 
Sinustafeln entlehnen. 

Diese Darstellungsweise wird nicht selten als „Lorgna'sche 
Projektion" bezeichnet nach dem italienischen Brigadier Antonio 
Maria Lorgna (geb. 1730, gest. 1796 als Gouverneur der Militär- 
schule in Verona), der dieselbe in seinem Principj di geografia 
astronomico- geometrica , Verona 1789 angewandt hat. Indessen 
hat schon siebzig Jahre früher Larabert die ganze Methode, nicht 
blos die Polarprojektion, wie Lorgna, behandelt. 

Auf Taf. VI zeigt uns Fig. XXXII drei Viertel der Halbkugel 
in Polarprojektion. 

16. Bei der Merid ian p r oje k tion, wo das Centrum auf 
dem Aequator liegt, erscheinen Aequator und erster Meridian als 
zwei auf einander senkrechte gerade Linien. Uebrigens ist 

r = 2a sin -{£-, cos jut = cos (p cos X, 

tan v = sin X cot <p 

und es können die Werthe von — für verschiedene Cp und X un- 

a 

mittelbar aus folgender Tafel entnommen werden. 
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Eine Meridianprojektion der Halbkugel zweigt uns auf Taf. VI 
die rig. XXXIII. 

17. Wenn ein beliebiger anderer Punkt als Mittelpunkt ge- 
nommen wird, so ist die Zeichnung der Meridiane und Parallel- 
kreise mit mehr Umständlichkeit verbunden, ohne dass indessen 
dem in Nr. 6 dieses Paragraphen Gesagten etwas Neues hinzuzu- 
fügen wäre. 

18 Diese Lambert'sche Projektion hat vor andern äquivalenten 
und zenithalen mancherlei Vorzöge. Schon, dass sie zenithal ist, d. h. 
dass in dem beliebig zu wählenden Centrum die Winkel nicht ge- 
ändert werden, ist ein Vorzug vor andern äquivalenten Projek- 
tionen. Im Centrum werden aber auch die Längen nicht geändert. 
Ferner sind — wie überhaupt bei jeder zenithalen Darstellung — 
die Aenderungen der Längen und Winkel in gleichem Abstände vom 
Centrum gleich gross. Dann giebt es durch jeden Punkt zwei 
Richtungen, in denen die Längen nicht geändert werden und eine 
unendliche Menge von Richtungspaaren, deren Winkel nicht ge- 
ändert werden. 

IV. Airy's Protection by Balance of Errors. 

19. Jede Kartenprojektion ist entweder mit dem Fehler der 
Flächenänderung oder mit dem der Aenderung der Winkel be- 
haftet. 

Der englische Astronom G. B. Airy hat nun versucht, eine 
zenithale Projektion anzugeben, bei welcher die Gesammtheit dieser 
Fehler einen möglichst kleinen Werth erreicht. 

Vergl. Explanation of a projection by Balance of Errors 
for maps applying to a verg large extent of tbe Earth's surface 
im Decemberheft 1861 des Philosophical Magazine. 

20. Airy's Gedankengang ist etwa folgender. Durch zwei 
gegenüberliegende Punkte und 0, der Kugel denken wir uns — 
analog den Meridianen — eine unendliche Menge grösster Kreise 
gelegt und ferner nehmen wir auf der Kugel — analog den Pa- 
rallelkreisen — eine unendliche Menge von Kreisen an, deren 
Ebenen auf der Geraden 00 x senkrecht stehen. Durch diese zwei 
Systeme von Kreisen wird nun die ganze Kugelfläche in eine un- 
endliche Anzahl verschwindend kleiner Rechtecke zerlegt. 

Es sei nun a die Seite eines solchen Rechteckes, welche auf 
einem der grossten Kreise durch und O x liegt, und b sei die 
Seite, welche auf a senkrecht steht. Dann ist 

die Fläche des Rechteckes f = ab 

• und der Winkel t/>, welchen die Diagonale des Rechteckes 
mit dem grossten Kreise durch und 0' macht, ist 
durch die Gleichung gegeben 

tan V = — • 
a 

Auf der Karte wird das Linienelement a durch ein in Rich- 
tung des Radius liegendes Element a -f- Sa und das Element b 
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durch ein auf dem Radius senkrecht stehendes Element b-\-Sb 
dargestellt, wo der Buchstabe S zur Bezeichnung einer Aenderung 
(Vermehrung oder Verminderung) dient. Auf der Karte ist daher 

das Flächenelement /' = (a -f- Sa) (b -f- Sb) 

und der Winkel ip' zwischen der Diagonale von f und dem 
Radius ist durch die Gleichung bestimmt 

tan y, = b + n 

a-\- da 

Wäre nun f* =f, so wäre /', dividirt durch /, der Einheit 
gleich; Airy nimmt daher als Maass für die Flächeuäuderung den 
Ueberschuss dieses Werthes über die Einheit oder 

fl _ i = (^ + Sa) ( b + Sb) _ Sa , Sb , Sa • Sb 
f ab a b ab 

Das letzte Glied dieser Formel wird aber von Airy weggelassen, 
was natürlich nur unter der — nicht selbstverständlichen — 
Voraussetzung nicht statthaft ist, dass Sa und Sb von einer niedri- 
geren Ordnung sind als a und b. So bleibt für die Flächeuande- 
rung übrig 

Wäre ferner ty* = V> so wäre tau t/> • cot V' = 1; Airy nimmt 
deshalb als Maass für die Winkeländerung den Ueberschuss des 
Produktes tan V • cot ip' über die Einheit: 

setzt man hier 
Jb. 
b + db 

und lässt man aus der Entwickelung alle Glieder weg, welche 
mehr als einen Faktor Sa und 56 enthalten, so erhält man 

u - Sa Sb 

(21) tan V ' cot V -- 1 = jr 

a \j 

als Maass für die Winkeländerung. 

Da nun ein positiver Fehler denselben Eiufluss hat, wie ein 
negativer, so zieht Airy nicht die in (20) und (21) angegebenen 
Fehler selbst, sondern ihre Quadrate in Betracht; und da dem ei- 
nen dieser beiden Fehler derselbe Einfluss beigemessen wird, wie 
dem anderen, so wird die Gesammtänderung des betreffenden Ele- 
mentes durch die Quadratensumme K 

£ + ?)•+(£-£)-»[(¥)*+(")*] 

ausgedrückt, wobei der konstante Faktor 2 ohne Nachtheil wegge- 
lassen werden darf, weil es sich nur darum handelt, r so durch 
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die Amplitude jot auszudrücken, dass die Gesammtänderung ihren 
kleinsten Werth annimmt. 

Haben nun p, v und r dieselbe Bedeutung wie bisher und 
nehmen wir den Halbmesser der Kugel gleich der Einheit an, so ist 

a = djut, a -\- ha =z dr, folglich — = -. 1, 

b = dv • sin u, b 4~ 56 = rdv, „ ~r- = — — I, 

' o sin fi 

und mithin ist das Maass für den Fehler der bei der Abbildung 
des Flächeneleraentes begangen wird, gleich 

\dfjt, ) \sin fjt, J ' 

Da aber ein Fehler um so mehr Einfluss auf das Ganze hat, 
je grösser die Fläche ist, auf welche er sich erstreckt, so ist es 
gerechtfertigt, die vorstehende Formel noch mit der Grösse des 
Flächenelementes auf der Kugel 

sin \x djx dv 

zu multipliciren und alsdaun die Summe aller Ausdrücke 

[(^ - 0" + G^r ~ 0*] sin ** dlx dv 

innerhalb des Bereiches zu bilden, über welches sich die Karte er- 
streckt, d. h. man muss den vorstehenden Ausdruck sowohl nach 
v als nach jot integriren. Da sich aber die Integration nach v über 
das ganze Intervall von bis 2tt erstreckt und blos den von jx 
unabhängigen Faktor 2ir liefert, so kann mau diese Integration 
auch ganz unbeachtet lassen und hat sich nur mit dem Integrale 

zu beschäftigen , wenn man die Karte von p = bis jut = ff aus- 
dehnen will. 

du 
Bezeichnen wir r — jm mit y, -~- mit j?, so können wir dem 

Integral (22) die Form geben 

Die Bedingungen dafür, dass dieses Integral seioen Minimal- 
werth erreicht, sind den Regeln der Variationsrechnung gemäss 



\ 



= 



(24) \ q v 

' und 9» = ° für ^ = ^ 
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Da W_ 2(y + M-sinM) ' ?Z = 2 a> sin u 
% sin f* ' 8p * " 

. 9*F 2d»y . , . 

ist, so geht die erste dieser Bedingungen (24) über in 

y + p-rinj. ^ 8i _^__ co ^ = 
sjn jut ' a/ut 2 ' a/m 

oder 

(2o) sin 2 jut • , ^ -f- sin jut cos jx -^- — y = jut — sin jut. 

Um diese Gleichung zu integriren, setze man 

dann ist, wenn wir einmal nach jut differentiiren, 

dz . • d 2 y , dy . dy 

und mithin 

• * ^ a y i • % .dz 

8in >4^ +81D > tC0S ^-y = 8,n ^-*' 

Die Gleichung (25) geht also über in 

cfo 

sin y, -j z = jut — sin ja. 

Multiplicirt man diese Gleichung mit cosec -£p, so kann maa 

ihr die Form geben 

dz cot \ \x jut — sin jx 

djx 2 sin * J jx 

und es ist also 



z = i tan \ fx J ^ 55Ji ^ 



nn - 



d. i., wenn man für z seinen Werth setzt und sich erinnert , dass 



sin - 1 



ist, 



Multiplicirt man diese Gleichung beiderseits mit — 



COS -^r 



so kann man die rechte Seite in der Form 



(' 



2 d [ y tan 
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dy 
schreiben and man hat also 

* 2 * J r ju ' 2 «^ 2 *M 

cos -^- cos -*r- 

d. L 

2y tan-^-=- 2jxtan-^- - 4 J cos -^- + Ctan f -£- + C, 

und mithin 

(26) y = — M - 2 cot |Wcos ^ + — tan ^ + — cot -^ 

wo C und C die Integrationskonstanten sind und l den natür- 
lichen Logarithmus andeutet. 

Da für jot = auch y = wird, so muss C = sein. 

Die andere Koustante C bestimmt sich mittels der zweiten 
der Gleichungen (24), die mau auch in der Form schreiben kann 

Nun ist aber zufolge (26), wenn man daselbst C = setzt, 

dy »Mi f* i C * ix 

^ = cosec flcosf-i-^-sec -t, 

und mithin ist 

C = — 4 cot 2 f- Z cos ^ 



2 2 

Man hat also für y die Endformel 

y = — fx — 2 cot -£- / cos -£- + tan -^- cot ~- / sec -^- 
und für r ergiebt sich also der Werth 

(27) r = — 2 cot -£ l cos -J-+ tan -£- cot *-£■ Z sec 2 -|- 

Will man in dieser Formel statt der natürlichen gemeine Lo- 
garithmen nehmen , so hat man die rechte Seite mit 2,302585 . . 
zu multipliciren. 

Wenn man jut = ß setzt, so ergiebt sich der äusserste Halb- 
messer der Karte 

8 * ß 

R = 2 cot ~ l sec — 



2 "~ 2 

Dieser Werth ändert sich mit wachsendem ß nicht beliebig weit, 
sondern erreicht seinen grössten Werth für ß_= 126° 24' 53"; für 
grössere Werthe von ß nimmt er wieder ab. 
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Auf Taf. VI giebt iig. XXXIV ein Netz nach dieser Darstellungs- 
weise; als Mittelpunkt ist dabei ein Punkt auf dem Wendekreise 
des Kre6ses (234° nördl. Breite) angenommen, entsprechend dem, 
was auf Seite 96 und 97 betreffs der perspektivischen Darstellnug 
von James auseinander gesetzt worden. 



§. 25. 
Verschiedene konventionelle Darstell ungs weisen» 

I. Die trapezförmige Projektion. 

1. Bei dieser Projektion erscheinen die Parallelkreise iu Ge- 
stalt paralleler Geraden, die Längengrade auf einem. Parallel sind 
alle gleich gross und auf den beiden äussersten Parallelen oder 
auf irgend ein Paar beliebigen Parallelen sind die Grade in ihrer 
richtigen Grösse dargestellt; der mittelste Meridian schneidet alle 
Parallelen rechtwinklig und auf ihm erscheinen alle Breiteugrade 
in ihrer wahren Grösse; die übrigen Parallelkreise erscheinen als 
schräge Grade, die in Verbindung mit den äquidistanten Parallelen 
ein Netz mit trapezförmigen Maschen darstellen. 

2. Nach diesen Angaben ist es sehr leicht, eine solche Karte 
zu zeichnen, indem man sich zuerst den Mittelmeridian mit seinen 
gleichen Theilen angiebt, durch die Theilpuukte die Parallelen zieht, 
welche die Parallelkreise darstellen, dann auf zwei Parallelen die 
richtigen Grössen der Längengrade abträgt und schliesslich die 
Punkte gleicher Länge auf diesen Parallelen durch gerade Liuien 
verbindet. 

Auf diese Weise werden, wie leicht ersichtlich, die Längen 
auf den Zwischenparallelen verkleinert, während sie jenseits der 
beiden in wahrer Grösse dargestellten Parallelen vergrössert werden. 

Auf Taf. VI zeigt uns Fig. XXXV eine Darstellung der Hälfte 
der nördlichen Erdkugel, wobei auf den Parallelen von 30 und 60° 
Breite die Längen richtig angegeben sind. 

3. Diese Projektion ist zu Anfang des vierzehnten Jahr- 
hunderts als eine Modifikation der bis dahin üblichen rechteckigen 
Plattkarten eingeführt worden. Diese Plattkarten findet man na- 
mentlich noch in den älteren Manuskripten des Ptolemäus, aber in 
dem griechischen Manuskript der Geographie des Ptolemäus Nr. 
1401 der Pariser Bibliothek, welches aus dem vierzehnten Jahr- 
hunderte stammt, sind die Karten meist in der trapezförmigen Mo- 
difikation ausgeführt. 

An dieser Stelle mag auch eiuer von F. und F. M. L. Donny 
im Jahre 1849 in Vorschlag gebrachten Projektion kurz Erwähnung 
geschehen. (Vergl. Sur une projection geographique nouvelle im 
Bull, de VAcad. de Brux. XVI, 2. pdrL, 1849, p. 391.) Ein 
von zwei Parallelkreisen und zwei Meridianen begrenztes Stück der 
Kugel wird hier durch ein Trapez dargestellt, dessen Seiten ihre 
wahre Länge beibehalten haben. 
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IL Die Globular-Projektion. 

4. Man bedient sich dieser Projektion häufig zur Darstellung 
der Erdhalbkugeln. Jede Halbkugel erscheint als ein Kreis, dessen 
Umfang durch die Parallelkreise uud den Aequator in gleich grosse 
Theile getheilt wird; der Aequator und der erste Meridian werden 
durch ein Paar auf einander senkrechten Durchmesser dargestellt, 
jener wird durch die Meridiane, dieser durch die Parallelkreise in 
gleiche Theile getheilt. 

5. Nach diesen Angaben ist die Konstruktion des Netzes sehr 
leicht: Durch den Punkt 0, das Centrum der Karte, ziehe man 
zwei auf einander senkrechte Gerade, auf denen man die wahren 
Längen der Meridian- und Aequatorgrade abträgt. Man erhält so 
auf der einen Geraden die beiden Pole Q und Q u auf der anderen 
die um 90° von abstehenden Aequatorpunkte A und A u s. auf 
Tai VI Fig. XXXVI. Dann schlägt man um einen durch die ge- 
nannten vier Punkte gehenden Kreis, den man in die entsprechende 
Anzahl gleicher Theile theilt, also in 36, wenn man, wie in unserer 
Figur, die Meridiane und Parallelen von 10 zu 10° angeben will. 
Jeder Parallelkreis und ebenso jeder Meridian ist nun durch drei 
Punkte bestimmt. Z. B. der Meridian von 50° Länge muss durch 
die Pole Q und Q x und ausserdem durch einen Aequatorpunkt B 
gehen; um nun sein Centrum zu finden, verbinde man B mit Q 
durch eine Gerade, halbire dieselbe in C und errichte hier eine 
Senkrechte auf ihr, welche AA V in dem gesuchten Mittelpunkte D 
schneidet. In analoger Weise werden auch die Parallelkreise ge- 
funden. 

6. Diese Darstellungsweise ist zuerst von I. B. Nicolosi aus 
Paterno in Sicilien angewandt worden, welcher im Jahre 1660 eine 
Anzahl von Darstellungen der beiden Hemisphären und der ver- 
schiedenen Welttheile in dieser Projektion veröffentlichte. Sie fand 
dann in Frankreich rasch Anklang und wurde u. a. 1676 von 
PierreduVal, 1688 von Jeaugeon, 1700 von de Fer, 1714 
von Guillaume de l'Isle angewandt; 1794 wurde sie von dem 
Engländer Aaron Arrowsmith unter dem Namen „globulare 
Projektion-" adoptirt und seitdem führt sie auch nicht selten den 
Namen „englische" oder „Arrowsmith'sche Projektion". 

Sie hat mit der äpuidistanten (Postel'schen) Meridian-Projek- 
tion (S. 238) die gleiche Theilung des Mittelmeridianes und Aequa- 
tors gemein, sollte aber nicht mit dieser verwechelt werden, wie 
bisweilen geschieht; denn bei der äquidistanten Projektion sind die 
Parallelen und Meridiane keine Kreisbogen, sondern transcendente 
Kurven. 

Dagegen weicht die Globular-Projektion nur wenig ab von den 
perspektivischen Meridian - Projektionen von Parent und La Hire, 
wiewohl hier die Parallelkreise und Meridiane Ellipsen sind. 

I1X Die Projektion von Petrus Apianus und verwandte. 

7. Der deutsche Mathematiker Petrus Apianus (Bienewitze 
oder Bennewitz, geb. 1495 in der Leissniger Gegend in Sachsen, 
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gest. 1552 in Ingolstadt) hat iu seiner Cosmograpkia , Landish. 
1524 eine Projektion der Erdoberfläche angegeben, die um die 
Mitte des sechszehnten Jahrhunderts zur Herstellung von Welt- 
karten sehr beliebt war und namentlich von Sebastian Cabot 
zu seiner grossen Weltkarte, ferner von Bord one, Ortelins u.a. 
verwendet wurde. Später ist dieselbe indessen wieder in Ver- 
gessenheit gerathen und durch rationellere Darstellungen verdrangt 
worden. Mann kann die Regel des Apianns wie folgt angeben. 

Auf der Geraden AA X trage man sieh, wenn beispielsweise 
die Längen und Breiten von 30 zu 30° angegeben werden sollen, 
zwölf gleiche Theile ab, errichte im mittelsten Theilpunkte eine 

Sin. ßS, 



Senkrechte QQ\ nnd trage jederseit drei Theile ab, worauf mau 
durch die Theilpunkte, sowie durch Q nnd Q, Parallelen zu AA , 
zieht. Alsdann setzt man den Zirkel in ein nnd schlägt mit 
OQ als Halbmesser einen Kreis, der die Meridiane von 90° flstl. 
und westl. Länge angiebt. Hierauf setzt man den Zirkel noch in 
jedem der innerhalb dieses Kreises liegenden Theilpunkte von AA, 
ein und schlägt einen Kreisbogen, von dem man aber blos das 
ausserhalb des vorerwähnten Kreises liegende Stuck, von der Pa- 
rallelen durch Q bis zu der durch Q t , benutzt. Durch jeden der 
Theilpunkte innerhalb des erwähnten Vollkreises und durch Q nnd 
Q' wird ausserdem noch ein Kreisbogen gelegt. 

Bei Apianus selbst und bei Cabot ist die Sache insofern etwas 
anders, als die Längen um £ kleiner als die Breiten dargestellt 
sind, um eine zu grosse Ausdehnung der Karte in der Längenrich- 
tung zu vermeiden. 

S. Die Darstellung, welche Heinrich Glareanus (Loritus, 
Loriti oder Loreti, geb. 1488 in Mollis, Kanton Glarus, gest. 1563 
zu Preiburg im Breisgau) im Jahre 1527 gegeben hat, stimmt mit 
der des Apianus rücksichtlich der Meridiane überein, die Parallelen 
nimmt er aber nicht äquidistant, sondern so an, dass sie den Me- 
ridian von 90° in gleiche Theile tbeilen. 

Das Werk, worin sich diese Projektion beschrieben findet, 
Henrici Glareani poetae laureali de geograpkia Über unus. Bas. 
1527 (Kap. X fol. 12), ist ausserdem noch dadurch merkwürdig, 
dass sich in demselben zuerst (Kap. XIX) ein Verfahren zur ebenen 
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Konstruktion des Netzes für einen Globus findet, während man 
früher unmittelbar auf die Kugel gezeichnet hatte. 

9. Wenn mau, wie Glareanus, die beiden Meridiane von 90° 
östl. und westl. Länge durch einen Kreis und die Parallelkreise 
durch parallele Sehnen darstellt, die jenen in gleiche Theile thei- 
len, dann aber weiter annimmt, dass nicht blos der Aequator, son- 
dern auch die sämmtlichen Parallelen durch die Meridiane in gleiche 
Theile getheilt werden, so erhält man eine, die Arago in seiner 
Astronomie populaire für die Erdhalbkugel anwendet. 

Sie stimmt übrigens im Wesentlichen überein mit der einen 
der beiden Projektionen, welche der Jesuit Georges Fournier 
im Jahre 1643 in' seiner „Hydrographie" in Vorschlag gebracht 
hat. Bei seiner andern Projektion will Fournier die Parallelen 
durch Kreise darstellen, welche den (geradlinigen) ersten Meridian 
und den (kreisförmigen) Meridian von 90° östl. und westl. Länge 
in gleiche Theile schneiden, wie bei der Globular-Projektion. 

Prof. Georg Gottlieb Schmidt in Giessen hat in seinem 
„Hand- und Lehrbuch der Naturlehre", 2. Abth. Darmstadt und 
Giessen 1801 — 1803, eine ähnliche Darstellungsmethode ange- 
geben. Die Meridiane konstruirt er gleichfalls als Ellipsen, die 
den geradlinigen Aequator in gleiche Theile theilen ; die Parallel- 
kreise aber findet er, indem er alle diese Ellipsen in gleiche 
Theile theilt und die entsprechenden Theilpunkte verbindet. 

IV. Jäger's Polar-Sternprojektion. 

10. In Nr. 37 der Zeitschrift „Das Ausland", Jahrgang 1865, 
hat der Direktor des Thiergartens in Wien, Dr. G. Jäger, in ei- 
nem Aufsatze: „Der Nordpol, ein thiergeographisches Centrum" 
eine von ihm erfundene Weltkarte „in polygonaler Nordpolar- 
Stemprojektion" erwähnt. Diese Karte ist später gelegentlich des 
Wiederabdruckes jenes Aufsatzes im Ergänzungs lieft Nr. 16 zu 
Petermann's geograph. Mitth. veröffentlicht worden, doch mit zwei 
von Dr. A. Petermann angebrachten Modifikationen. Die Jäger'- 
sche Projektion weicht nämlich von der Petermann'schen , die uns 
auf Taf, VI unsere ilg. XXXVII zeigt, insofern ab, als sie 

. 1. Die Parallelkreise, anstatt durch Kreise, durch achteckige 
Polygone darstellt, und 
2. anstatt acht kongruenter Dreiecke acht inkongruente an- 
nimmt, und zwar aus Rücksicht auf eine möglichst vor- 
teilhafte Theilnng der Landmassen in der südlichen Halb- 
kugel. Dadurch entstanden Dreiecke, deren Seiten am 
Aequator zwischen 35 und 55 Längengraden schwankten, 
und zwar eines mit 55°, drei mit 50°, eines mit 45°, ei- 
nes mit 40° und zwei mit 35°. 
Wie man aus der Figur ersieht, ist bei Petermann die uörd- 
liche Halbkugel in äquidistanter Polarprojektion dargestellt, wäh- 
rend sich die* südliche in Form von acht kongruenten Dreiecken 
repräsentirt. Alles weitere ist aus der Figur klar. 
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Jäger selbst giebt an, dass die Karte ihm „die Grandlage zu 
thiergeographischen Untersuchungen abzugeben bestimmt" war. „Es 
ist mir nämlich," schreibt er, „längst klar, dass der Schlüssel zum 
Verständniss der Thiergeographie auf der nördlichen und nicht auf 
der südlichen Halbkugel zu suchen ist, und so empfand ich das 
Bedürfniss, eine Planiglobus-Karte zu haben, welche nicht wie die 
Mercator-Karte den Zusammenhang an der wichtigsten Stelle, dem 
Nordpol zerreisst, sondern intakt lässt". Ganz abgesehen von 
diesem speciellen Zwecke, kann die Karte aber auch in vielen an- 
deren Fällen Verwendung finden. Petermann hebt als wesentliphe 
Vorzüge derselben hervor: 

1. dass die Landmassen der Erde in fast ganz vollständigem 
Zusammenhange gezeigt werden, da trotz der Zerlegung der 
Südhemisphäre in acht Dreicke das Festland doch ziemlich 
günstig wegkommt, und 

2. dass das Areal von Land und Wasser annähernd richtig ist. 
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der auf den Tafeln enthaltenen Darstellungen. 



Tafel I. 

• 

Fig. L Gnomonische Polar- oder Aequatorial -Projektion der 
Erdoberfläche von 30° bis 90° Breite und von 90° 
westlicher bis 90° östlicher Länge. — Erläuterung Seite 
46 und 47. 

Fig. IL Gnomonische Meridianprojektion der Erdoberfläche von 
60° südl. bis 60° nördl. Breite und von 60° östl. bis 
60° westl. Länge. — Erläuterung S. 47 u. 48. 

Fig. III. Gnomonische Horizontalprojektion eines Theiles der 
Erdoberfläche auf eine Ebene, welche in 50° nördl. 
Breite die Erde berührt. — Erläuterung S. 48 u. f. 

Fig. lila. Konstruktion der Scheitel und Brennpunkte für die ver- 
schiedenen Kegelschnitte des Netzes Fig. III. — Er- 
läuterung S. 52 u. f. 

Fig. IV. Stereographische Polar- oder Aequatorial - Projektion 
eines Oktanten der Kugelfläche. — Erläuterung S. 62 
u. 63. 

Fig. V. Stereographische Meridianprojektion von drei Kugel- 
ok tan ten. — Erläuterung S. 63 — 65. 



Tafel n. 

Fig. VI. Stereographische Horizontalprojektion von zwei Kugel- 
oktanten auf eine Ebene, welche die Kugel in 50° nördl. 
Breite berührt. — Erläuterung S. 65 — 68. 
Gretschel, Karten-Projektion. 17 
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Tafel IV. 

Fig. XX. Darstellung der ganzen Erdoberfläche in Lambert's iso- 
splfarischer stenoterer Projektion; die Radien der Pa- 
rallelkreise sind nach -der Formel bestimmt 

ft v— . 90° — 9 
r — 2a V m sin , 

und zwar hat auf unserer Karte m den Werth 2 (2 — Vi) 
= 1,1715 — Erläuterung S. 151 — 153 und 187. 

Fig. XXI. Darstellung der Kugel vom Pol bis 40° südl. Breite 
nach Lambert's (Gauss's) konformer Abbildangsweise; 
der Radius des Parallels von der Breite <jP ist 

Pf 9* 

r = c tan % 45° — 



2 

und zwar ist in der Figur jut = £. — Erläuterung S. 
153— 157 u. S. 213 — 219, sowie über die Stellung, 
dieser Projektion zur Lagrauge'schen S. 230 unten. 

Fig. XXII. Darstellung der nördlichen Halbkugel in Bonne's Pro- 
jektion. — Erläuterung S. 159 u. f. und S. 193 — 198. 

Fig. XXIII. Die ganze Kugel in der Sansou-Flamsteed'schen (sinu- 
soidalen) Projektion. — Erläuterung S. 160 u. f. 

Fig. XXIV. Die westliche Halbkugel in Joh. Werner's äquivalenter 
Darstellung. — Erläuterung S. 162. 

Fig. XXV. lieber J der Kugeloberfläche in der amerikanischen po- 
lykonischen Projektion. — Erläuterung S. 163 — -* 167. 



Tafel V. 

Fig. XXVI. Die westliche Halbkugel in rektangulärer polykonischer 
Projektion. — Erläuterung S. 168 — 172. 

Fig. XXVII. Die ganze Kugel in Mollweide's äquivalenter (Babinet's 
homalographischer) Projektion. — Erläuterung S. 179 bis 
181 (Nr. 6 des §. 17) und S. 188 — 193. 

Fig. XXVIII. Darstellung der Halbkugel nach Collignon's Methode. 
— Erläuterung S. 182 u. f. (Nr. 8 des §. 17). Die auf 
S. 183 unten angegebene Konstruktion der Parallelen 
konnte wegen Mangel an Platz nicht eingezeichnet wer- 
den; der Leser wird sie aber nach der Beschreibung 
leicht verstehen und ausführen können. 

Fig. XXIX. Die nördliche Halbkugel in Lagrange's konformer Pro- 
jektion: die Meridiane sind Kreise, welche mit einander 
in den Poleu Winkel einschliessen , die das 2c- fache 
von denen der Meridiane auf der Kugel, beziehentlich 

17* 
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dem Ellipsoid sind ; die Parallelen sind ebenfalls Kreise. 
Tn der Figur ist c = -J. — Erläuterung S. 219 — 233. 

Fig. XXX. Die nördliche Halbkugel in äquidistanter Polarprojek- 
tion. — Erläuterung S. 238 — 240. 

Fig, XXXJ. Aequidistante Meridianprojektion einer* Halbkugel. — 
Erläuterung S. 238 — 240. ' 



Tafel VI. 

Fig. XXXII. Polarprojektion in Lambert's isomerer (vergl. S. 187) 
Darstellungsweise mit Andeutung der Konstruktion. — 
Erläuterung S. 24 1 — 246. 

Fig. XXXIII. Meridianprojektion einer Halbkugel nach derselben 
Methode. — Erläuterung S. 247 — 251. 

Fig. XXXIV. Darstellung einer Halbkugel nach Airy's Protection 
by Balance of Errors. — Erläuterung S. 247 — 252. 

Fig. XXXV. Trapezförmige Darstellung eines Erdquadranten vom 
Aequator bis zum Pole und von 90° östl. bis 90° westl. 
Länge. Die Längengrade sind unter 30° und 60° Breite 
in richtiger Grösse gezeichnet. — Erläuterung S. 252. 

Fig. XXXVI. Eine Halbkugel in Globular -Projektion. — Erläute- 
rung S. 253 — 255. Die in Nr. 5 des §. 25 (S. 253) 
angegebene Konstruktion ist auf der Tafel nicht ange- 
deutet. 

Fig XXXVII. Dr. Jäger's Nordpolar -Sternprojektion der ganzen 
Erde, modificirt von Dr. Petermann. — Erläuterung 
S. 255 u. 256. 



Druck von B. F. Voigt in Weimar. 
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